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Re´sume´
L’observation de l’orientation des grains des carottes fore´es en Antarctique et au Groen-
land montre que la glace polaire acquiert une fabrique repre´sentative de l’histoire des
de´formations qu’elle a subies. Le comportement viscoplastique du cristal de glace e´tant
fortement anisotrope, il en re´sulte une anisotropie macroscopique du polycristal qui
de´pend des orientations pre´fe´rentielles des grains qui le composent.
A l’e´chelle du polycristal, le comportement viscoplastique est obtenu par homoge´ne´isation
sur tous les cristaux, en supposant leur comportement line´aire orthotrope de re´volution
et une re´partition homoge`ne des contraintes dans tout le polycristal (mode`le statique).
La fabrique du polycristal est de´crite par une fonction continue de distribution des orien-
tations (ODF). Avec ces hypothe`ses, nous avons obtenu des re´sultats analytiques pour le
comportement orthotrope d’un polycristal et l’e´volution de sa fabrique, qui permettent
de repre´senter la fabrique par une ODF ne de´pendant que de trois parame`tres.
A l’e´chelle de la calotte polaire, les champs de vitesses et fabriques de l’e´coulement
stationnaire sont calcule´s par une me´thode couple´e, qui alterne :
- le calcul des vitesses, pour un champ de fabriques donne´, par la me´thode des e´le´ments
finis,
- le calcul de la fabrique, pour un champ de vitesses donne´, par une me´thode qui utilise
les lignes de courant de l’e´coulement,
jusqu’a` ce que la convergence soit atteinte, a` la fois sur les vitesses et la fabrique.
Nous e´tudions l’influence du champ de tempe´ratures et du comportement du grain sur
la formation des fabriques au sein des calottes polaires. Le mode`le est applique´ a` la
ligne d’e´coulement GRIP-GISP2 (Groenland Central) et les re´sultats sont compare´s aux
mesures de terrain.
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Abstract
Observations of crystal orientations on deep ice-cores from Antactica and Greenland have
shown that polar ice acquires a fabric, characteristic of the strain-history it has under-
gone. Since the viscoplastic behaviour of the ice single crystal is strongly anisotropic,
the macroscopic anisotropic behaviour of polycrystalline ice depends on the preferred
orientation of its grains.
At the scale of the ice polycrystal, the ice fabric is described by a continuous orientation
distribution function (ODF) and the mechanical behaviour is obtained by assuming a
linear transversely isotropic behaviour of each grain and a uniform state of stresses in
the polycrystal (static model). With these assumptions, we have developped analytical
results for the behaviour of the polycrystal and its fabric evolution, which allows the
description of the fabric with only three parameters.
At the scale of the ice sheet, the velocity and fabric fields of the stationary flow are solved
by using a coupled method:
- for a given fabric field, the corresponding velocity field is computed by the finite element
method,
- for a given velocity field, the corresponding field of fabrics is obtained by calculating
fabric evolution along the flow streamlines,
this two steps process being iterated until convergence is achieved.
We show the influence of both temperature field and grain behaviour on fabric develop-
pement in the ice sheet. We apply our model to the flow line going from GRIP to GISP2
(Central Greenland) and the results are compared to field data.
ix
x Abstract
Table des matie`res
Merci ! iii
Re´sume´ vii
Abstract ix
Notations xv
Introduction 1
1 Du cristal de glace aux calottes polaires . . . 5
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Comportement viscoplastique du cristal de glace . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.1 Structure cristallographique et de´fauts . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.2 Anisotropie du cristal de glace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Comportement de la glace polycristalline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.1 Comportement de la glace isotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.2 Textures des glaces polaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.3 Comportement de la glace polycristalline anisotrope . . . . . . . . 14
1.3.4 Localisation des diffe´rents processus au sein des calottes polaires . 14
1.4 Mode´lisation des phe´nome`nes observe´s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.4.1 Mode`les de comportement du grain . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.4.2 Mode`les de description de la fabrique : grains discrets ou ODF . . 16
1.4.3 Mode`les de comportement du polycristal anisotrope . . . . . . . . 18
1.4.4 Mode`les d’e´volution de la fabrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.5 Mode`les de calottes polaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4.6 Mode`les multi-e´chelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2 Mode`le de comportement du cristal de glace. 25
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Mode`le viscoplastique adopte´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.1 Comportement line´aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.2 Comportement non-line´aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3 Comparaison avec le mode`le a` trois plans de glissement . . . . . . . . . . 29
2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
xi
xii Table des matie`res
3 Evolution de la fabrique du polycristal de glace 33
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Equations descriptives de l’e´volution de la fabrique . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.1 Hypothe`ses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.2 Rotation de l’axe−c d’un grain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.3 Equation locale de la conservation du nombre de grains . . . . . . 36
3.3 Pre´diction des fabriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3.1 Compression et traction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.2 Cisaillement pur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4 Solutions analytiques pour l’ODF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4.1 Hypothe`ses supple´mentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.4.2 Expression de l’ODF dans le cas d’un chargement plan . . . . . . . 41
3.4.3 Compression-traction selon e3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.4.4 Cisaillement pur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.4.5 Adaptation au mode`le de Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5 ODF parame´tre´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.1 Fabrique orthotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.5.2 Forme des fabriques en fonction de la valeur des parame`tres . . . . 49
3.5.3 Comparaison avec l’ODF parame´tre´e de Lliboutry (1993) . . . . . 50
3.6 Me´thodes nume´riques applique´es au calcul de l’e´volution de la fabrique . . 52
3.6.1 Grains discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.6.2 ODF discre´tise´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.6.3 ODF parame´tre´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4 Mode`le de comportement du polycristal de glace anisotrope 57
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2 Le mode`le a` contraintes homoge`nes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2.1 Hypothe`ses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2.2 Vitesses de de´formation macroscopiques . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.3 Homoge´ne´isation du polycristal de glace orthotrope . . . . . . . . . . . . . 59
4.3.1 Comportement line´aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3.2 Comportement non-line´aire (n = 3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5 Evolution conjugue´e de la fabrique et du comportement du polycristal
de glace 69
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2 Evolution des proprie´te´s me´caniques en compression-traction . . . . . . . 69
5.2.1 Cine´matique de la de´formation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2.2 Compression-traction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.2.3 Comparaison avec un mode`le auto-cohe´rent . . . . . . . . . . . . . 73
5.2.4 Compression - traction en de´formations planes . . . . . . . . . . . 77
5.3 Mode´lisation de la fabrique de GRIP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.4 Tests nume´riques de cisaillement simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.4.1 Cine´matique de la de´formation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
Table des matie`res xiii
5.4.2 Evolution de la fabrique et des proprie´te´s du mate´riau . . . . . . . 82
5.4.3 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6 Ecoulement de glace anisotrope 89
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.2 Proble`me a` re´soudre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.2.1 Types d’e´coulement e´tudie´s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
6.2.2 Loi de comportement de la glace orthotrope . . . . . . . . . . . . . 89
6.2.3 Equations du proble`me . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.2.4 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.3 Me´thodes nume´riques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.3.1 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.3.2 Me´thode des e´le´ments finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
6.3.3 Adimensionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.4 Ge´ome´trie de la calotte e´tudie´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.4.1 Profil de Vialov (1958) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.4.2 Le maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
6.5 Comparaison d’e´coulements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.5.1 Valeurs des parame`tres de comparaison . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.5.2 Influence de la fabrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
6.5.3 Influence de la tempe´rature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
6.5.4 Influence du comportement du grain . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.5.5 Influence du type d’e´coulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
6.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
7 Evolution de la fabrique pour un champ de vitesses donne´ 113
7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
7.2 Evolution de la fabrique le long d’une ligne de courant . . . . . . . . . . . 113
7.2.1 Proble`me a` re´soudre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
7.2.2 Me´thode des lignes de courant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
7.2.3 Adimensionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
7.3 Comparaison des quatre me´thodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
7.3.1 Nombre de parame`tres et temps de calcul . . . . . . . . . . . . . . 115
7.3.2 Principe de la comparaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
7.3.3 Validation de l’ODF parame´tre´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
7.4 Calcul du champ de fabriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.4.1 Me´thode nume´rique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.4.2 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
7.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
8 Calcul couple´ des champs de vitesses et de fabriques 131
8.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
8.2 Me´thodes nume´riques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
8.2.1 Crite`res de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
8.2.2 Unicite´ de la solution a` la convergence . . . . . . . . . . . . . . . . 132
xiv Table des matie`res
8.2.3 Instabilite´s nume´riques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
8.3 Application a` une calotte de ge´ome´trie simplifie´e . . . . . . . . . . . . . . 135
8.3.1 Influence du champ de tempe´ratures . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
8.3.2 Influence du comportement du grain . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
8.3.3 Influence du type de l’e´coulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
8.4 Application a` la ligne d’e´coulement GRIP-GISP2 . . . . . . . . . . . . . . 144
8.4.1 Situation des forages et donne´es de terrain . . . . . . . . . . . . . . 144
8.4.2 Vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
8.4.3 Fabrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
8.4.4 Datation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
8.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
Conclusion 155
A Loi de comportement du cristal de glace 159
B Etude de la stabilite´ des positions d’e´quilibre des grains 161
C Polycristal orthotrope non-line´aire 163
D Stabilite´ en cisaillement simple des fabriques a` un seul maximum 169
E ODF analytique pour un cisaillement simple dans l’hypothe`se de Taylor171
F Inversion de la loi de comportement dans le cas line´aire 173
G Profil de Vialov (1958) 177
Bibliographie 179
Notations
Re´fe´rentiels
Dans la suite, nous utilisons principalement trois re´fe´rentiels :
{R} un re´fe´rentiel fixe de re´fe´rence lie´ a` la Terre, dans lequel sont de´crites les syme´tries
de l’e´coulement de la calotte polaire mode´lise´e (e´coulement en de´formations planes
ou axisyme´trique),
{oR} un re´fe´rentiel d’orthotropie lie´ au polycristal de glace orthotrope, dans lequel sont
de´crites les syme´tries du polycristal de glace,
{gR} un re´fe´rentiel lie´ au grain, dans lequel sont de´crites les syme´tries du monocristal
de glace.
Une quantite´ x (vecteur ou matrice) est note´e x, ox ou gx selon qu’elle est exprime´e
par rapport au re´fe´rentiel {R}, {oR} ou {gR} respectivement.
Tenseur, vecteur et scalaire
A, a, φ Grandeurs scalaires
a, c Vecteurs ai, ci
A Tenseur du 2e`me ordre Aij
a⊗ b = C Produit tensoriel aibj = Cij
A.B = A B = C Simple contraction AikBkj = Cij
A : B = C Double contraction AijBij = C
At Transpose´ du tenseur A
AD = A− 1
3
tr (A)I Partie de´viatoire de A
Les quantite´s (scalaire, vecteur ou matrice) relatives au polycristal ou a` la calotte
sont note´es avec une barre supe´rieure. Par exemple, le tenseur des contraintes de´viatoires
macroscopiques est note´ : S¯.
Les quantite´s relatives a` un grain sont sans annotation particulie`re. Par exemple, le
tenseur des vitesses de de´formation dans un grain est note´ : D.
En notant R la matrice de rotation pour passer du repe`re du grain {gR} au repe`re de
re´fe´rence {R} (donne´e par (2.1)), la formule de passage d’un repe`re a` l’autre est a = R ga
pour les vecteurs et A = R gARt pour les matrices.
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xvi Notations
Quantite´s utilise´es dans le manuscrit
A¯, . . . , H¯, J¯ Coefficients de la matrice de fluidite´ du polycristal
Ai, Aλ Parame`tres de l’histoire des contraintes (Chap. 3)
Bn Parame`tre de la loi de Glen (Fluidite´)
c Vecteur unitaire de´finissant l’axe−c du grain
D Tenseur des vitesses de de´formation
d Vecteur des vitesses de de´formation en notation de Voigt
ei Vecteurs unitaires de´finissant une base orthonorme´e directe
f(θ, ϕ,x, t) Fonction de distribution des orientations (ODF)
I Tenseur identite´
Jpq Inte´grale de l’ODF de´finissant l’anisotropie macroscopique
k1, k2, k3 Parame`tres de l’ODF parame´tre´e (Chap. 3)
kmin Valeur minimun des parame`tres ki
L Tenseur gradient des vitesses
M i Tenseur de structure
R Matrice de rotation de´finissant la position du grain
{R} Re´fe´rentiel fixe de re´fe´rence
{gR} Repe`re lie´ au grain
{oR} Repe`re d’orthotropie du mate´riau
S Tenseur des contraintes de´viatoires
s Vecteur des contraintes de´viatoires en notation de Voigt
T Tempe´rature
t Temps
u Vecteur vitesse
W Tenseur des vitesses de rotation
x Vecteur position
α¯r Coefficients de la loi du polycristal orthotrope (Chap. 4)
α¯∗r Coefficients de la loi du polycristal orthotrope de re´volution
β Parame`tre de´finissant le comportement du grain (Chap. 2)
γ Parame`tre de´finissant le comportement du grain (Chap. 2)
θ Angle de´finissant la position du grain (co-latitude)
κ Mesure de la de´formation en cisaillement simple
λ Angle de´finissant la position du repe`re des contraintes principales
λi Dilatation dans la direction ei
σ Tenseur des contraintes
φS Potentiel de dissipation
ϕ Angle (longitude) de´finissant la position du grain dans le repe`re de
re´fe´rence {R}
ϕo Parame`tre d’orientation de l’ODF parame´tre´e (Chap. 3)
ψ Fluidite´ dans le plan de base du grain (Chap. 2)
Introduction
Le roˆle important des calottes polaires dans le syste`me climatique motive les efforts
entrepris pour mode´liser leur e´volution. Cette mode´lisation a pour objectifs d’une part
l’e´tude de la re´action des calottes polaires a` une variation du climat, d’autre part une aide
a` l’interpre´tation des enregistrements climatiques tire´s de l’analyse des forages profonds
en Antarctique ou au Groenland, en proposant des datations.
Un mode`le de calotte polaire permet d’obtenir les champs des vitesses et des tempe´ratures,
pour un ge´ome´trie (altitude de la surface, topographie du socle) et des conditions aux
limites fixe´es (accumulation, conditions aux bords et a` l’interface glace-socle). La da-
tation d’une carotte est obtenue en calculant les lignes de courant correspondant au
champ de vitesses donne´ par le mode`le, et l’e´volution d’une calotte polaire, en re´ponse a`
une variation climatique donne´e, est obtenue en faisant varier les conditions aux limites
applique´es.
L’application d’un tel mode`le a` la simulation d’une calotte re´elle implique la mani-
pulation d’un nombre conside´rable de donne´es (notamment pour rendre compte de la
topographie) et , lorsque c’est possible, de parame´trisations qui permettent d’en re´duire
le nombre (par exemple avec un mode`le pour la re´partition de l’accumulation en surface
Ritz, 1992). Un mode`le de calotte polaire est donc en soi un objet tre`s complexe.
Pour comprendre les interactions entre climat et calottes polaires, il est ne´ce´ssaire
de re´aliser les couplages avec d’autres mode`les, comme un mode`le de circulation at-
mosphe´rique globale (Fabre et al., 1997), ou un mode`le reproduisant la variation du ni-
veau des mers (qui va influencer les conditions d’e´coulement sur les bords), ou encore un
mode`le d’isostasie qui rendra compte de la re´ponse du socle aux variations d’e´paisseur de
la calotte. La complexite´ facilement imaginable d’une telle entreprise, fait que le mode`le
de calotte polaire utilise´ doit vraiment eˆtre conside´re´ comme un outil (usuel et efficace)
et non pas comme un prototype plus ou moins de´licat a` manipuler.
Dans ce contexte vient s’ajouter une difficulte´ lie´e a` la description du comportement
me´canique de la glace polaire, dont la loi constitutive doit eˆtre prise en compte par le
mode`le d’e´coulement. A ce jour, ces mode`les, dans leur majorite´, prennent en compte un
mode`le de glace isotrope, semblable a` celui utilise´ pour reproduire l’e´coulement des gla-
ciers de type alpin. Cependant les analyses de la structure des glaces polaires profondes,
effectue´es sur des carottes extraites en diffe´rents sites de l’Antarctique et du Groenland,
ont re´ve´le´ qu’au cours de sa de´formation, sous tre`s faibles contraintes de´viatoires, la glace
polaire acquiert une fabrique (orientation pre´fe´rentielle des grains) et devient anisotrope.
Compte tenu de l’e´norme anisotropie plastique du monocristal, cette anisotropie macro-
scopique induite va influencer tre`s fortement l’e´coulement des calottes polaires et doit
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eˆtre prise en compte dans leur mode´lisation. A l’heure actuelle, cet effort de mode´lisation
fait partie des priorite´s scientifiques de la Glaciologie, notamment au niveau Europe´en
puisque le travail pre´sente´ dans ce manuscrit a e´te´ re´alise´ dans le cadre d’un contrat
Europe´en spe´cifique (Environnement and Climate: ”Fabric development and rheology of
polar ice for ice sheet flow modelling”).
Une expe´rimentation en laboratoire reproduisant les conditions qui re´gnent dans une
calotte et mettant en jeu les me´canismes de de´formation associe´s, est exclue, a` cause des
tre`s faibles vitesses de de´formation qui en re´sulteraient (de l’ordre de 10−12 s−1). Par
conse´quent, on est re´duit a` construire des mode`les de comportement, si possible base´s
sur les me´canismes physiques mis en jeu, et qui ne peuvent eˆtre teste´s que vis a` vis de
mesures de terrain. Une autre difficulte´ est que pour eˆtre utilise´es, ces dernie`res doivent
eˆtre interpre´te´es a` travers des simulations de l’e´coulement aussi re´alistes que possible.
Le but du travail pre´sente´ dans ce me´moire e´tait d’e´tablir un mode`le pour le compor-
tement de la glace polaire anisotrope et pour l’e´volution de sa texture, et de le mettre
en oeuvre dans la simulation nume´rique d’un e´coulement de glace anisotrope, ceci dans
des configurations ge´ome´triques simples (e´coulement plan ou axisyme´trique, socle fixe),
et pour des conditions aux limites fixe´es. La contrainte essentielle e´tait de construire
un mode`le qui reste assez simple pour eˆtre pratiquement utilisable dans un code de cal-
cul d’e´coulement (et d’e´volution) de calotte polaire, conside´re´ comme un outil, c’est a`
dire qui minimise le surplus d’information ne´ce´ssaire au traitement de l’anisotropie, et
e´galement les temps de calcul.
Pour ces raisons, le mode`le auto-cohe´rent de´veloppe´ par Castelnau (1996) ne nous
a pas semble´ adapte´ a` notre proble`me, malgre´ son efficacite´ a` de´crire le comportement
de la glace anisotrope. Nous avons donc adopte´ le mode`le a` contraintes homoge`nes
(mode`le statique), beaucoup plus simple dans son formalisme, mais qui semble conduire
ne´anmoins a` de bons re´sultats pour la glace (Castelnau, 1996). Toujours pour ces meˆmes
raisons, et contrairement aux mode`les a` contraintes homoge`nes qui de´crivent la fabrique
par des grains discrets (Chastel et al., 1993), dans notre mode`le la fabrique est de´crite
par une fonction continue de´pendante de quelques parame`tres seulement.
Le plan de ce manuscrit suit les e´tapes qui constituent l’e´laboration de notre mode`le,
du cristal de glace aux calottes polaires. Apre`s une e´tude bibliographique, pre´sente´e au
Chapitre 1, qui rappelle les re´sultats expe´rimentaux obtenus sur la glace et pre´sente les
diffe´rents mode`les de comportement de la glace polycristalline, le Chapitre 2 propose
la loi adopte´e pour de´crire le comportement viscoplastique anisotrope du monocristal de
glace.
Ensuite, des re´sultats analytiques obtenus en supposant le polycristal orthotrope
line´aire, sont pre´sente´s pour l’e´volution de la fabrique au Chapitre 3, pour le compor-
tement du polycristal au Chapitre 4 et pour l’e´volution conjugue´e de la fabrique et du
comportement dans le Chapitre 5.
Enfin, en adoptant une ODF continue fonction de trois parame`tres seulement, nous
incorporons la loi micro-macro du polycristal de glace dans un code aux e´le´ments finis.
Le Chapitre 6 pre´sente la mode´lisation de l’e´coulement d’une calotte de glace dont
le champ de fabriques est donne´, puis, dans le Chapitre 7 nous mettons en place la
me´thode permettant le calcul du champ de fabriques stationnaire correspondant a` un
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e´coulement donne´.
Dans le Chapitre 8, nous couplons les deux me´thodes pre´ce´dentes pour de´terminer
les champs de vitesses et fabriques correspondant a` l’e´coulement stationnaire d’une ca-
lotte de ge´ome´trie simplifie´e donne´e. Nous e´tudions l’influence d’un champ de tempe´ratures
(donne´) et du comportement du grain sur les champs de vitesses et de fabriques a` la
convergence du proble`me couple´. Finalement, nous appliquons le mode`le couple´ a` la
ligne d’e´coulement reliant les forages profonds de GRIP et GISP2 (Groenland Central)
et nous comparons les champs de vitesses et fabriques obtenus aux mesures de terrain.
4 Introduction
Chapitre 1
Du cristal de glace aux calottes
polaires . . .
1.1 Introduction
Le diame`tre d’un grain de glace est de quelques millime`tres a` quelques dizaines de cen-
time`tres, tandis que la surface de la calotte polaire Antarctique est de 12 700 000km2,
soit une longueur caracte´ristique de l’ordre de 3 500km, pour une profondeur moyenne
de 2 160m (Drewry et al., 1982). La Figure 1.1 pre´sente de fac¸on sche´matique les di-
mensions caracte´ristiques du cristal de glace, du polycristal de glace1 et de la calotte
polaire.
Echelle intermédiaireGrain :
Echelle microscopique
Polycristal :
Calotte Polaire :
Echelle macroscopique
≈ 106m
≈
10
3
m
≈
10
−
3 m ≈
10
−
1m
Le grain, le polycristal, la calotte polaire et leurs dimensions caracte´ristiques.
Dans ce chapitre, nous pre´sentons dans un premier temps des re´sultats expe´rimentaux
d’essais me´caniques re´alise´s sur des cristaux de glace ainsi que sur de la glace polycristal-
line isotrope et anisotrope. Ces essais de laboratoire mettent en jeux des me´canismes de
1Nous appellerons “polycristal” un ensemble de quelques centaines de grains, meˆme si, the´oriquement,
la calotte entie`re peut-eˆtre conside´re´e comme un “gros” polycristal.
5
6 Chapitre 1. Du cristal de glace aux calottes polaires . . .
de´formation bien spe´cifiques puisque ils sont ge´ne´ralement re´alise´s sous des contraintes
e´leve´es (σ > 0.2MPa). Nous discutons la validite´ de ces essais pour une application a`
la glace des calottes polaires dans lesquelles le de´viateur des contraintes est beaucoup
plus faible (σ < 0.1MPa). Nous analysons plus particulie`rement quels peuvent eˆtre les
diffe´rents me´canismes de de´formation du polycristal in-situ en fonction de sa position
dans la calotte polaire.
Ensuite, dans un deuxie`me temps, nous pre´sentons les mode`les de la litte´rature qui
de´crivent le comportement viscoplastique du grain, puis les diffe´rents types de mode`les
de glace polycristalline anisotrope. Enfin, nous pre´sentons les hypothe`ses des diffe´rents
mode`les d’e´coulement de calotte polaire ainsi que leurs spe´cificite´s.
1.2 Comportement viscoplastique du cristal de glace
1.2.1 Structure cristallographique et de´fauts
Dans les conditions de pression et tempe´rature rencontre´es sur Terre, la structure cris-
tallographique du monocristal de glace pre´sente un axe de syme´trie hexagonale [0001],
appele´ axe optique ou encore axe−c. Ce type de glace est appele´ glace Ih. La Figure 1.1
pre´sente la forme du re´seau cristallin occupe´ par les atomes d’oxyge`ne et les six orien-
tations possibles de la mole´cule d’eau. Les atomes d’oxyge`ne sont lie´s par une force de
liaison dite liaison hydroge`ne.
Outre les de´fauts classiques des re´seaux cristallins (ponctuels ou line´aires), la glace Ih
pre´sente des de´fauts de position des protons. Ces de´fauts correspondent a` la violation des
re`gles de Bernal et Fowler (1933) selon lesquelles chaque atome d’oxyge`ne doit avoir deux
protons a` proximite´ (conservation de la structure de la mole´cule d’eau) et chaque liaison
O − O ne doit comporter qu’un seul proton. Lorsqu’un proton passe d’une mole´cule
d’eau a` l’autre de part et d’autre de sa liaison hydroge`ne, il y a cre´ation d’une paire de
de´fauts ioniques (OH− et H3O
+). Lorsqu’une mole´cule d’eau tourne de 2π/3 autour
d’une des liaisons O − O, il y a cre´ation d’un de´faut rotationnel de Bjerrum de type L
(leer, suppression d’une liaison hydroge`ne entre deux oxyge`nes) ou D (doppelt, liaison
occupe´e par deux protons).
Pour la glace Ih, seul l’arrangement cristallin des atomes d’oxyge`ne pre´sente une
structure tripe´riodique et les dislocations observe´es correspondent donc a` des perturba-
tions line´aires de cet arrangement. L’observation par topographie aux rayons X montre
que la quasi totalite´ des dislocations ont leur vecteur de Burgers contenu dans le plan de
base. Du fait de la syme´trie hexagonale, ces dislocations sont soit paralle`les au vecteur de
Burgers (dislocations vis), soit a` 60o du vecteur de Burgers (dislocations 60o) (Petrenko
et Whitworth, 1994). Un calcul e´nerge´tique montre qu’en majorite´ les dislocations dans
la glace sont basales de type vis. Par ailleurs, on n’observe pas pour la glace de glisse-
ment des dislocations vis sur les plans non basaux (Petrenko et Whitworth, 1994). Ceci
confe`re au monocristal de glace un comportement viscoplastique fortement anisotrope.
Une particularite´ de la glace est que la vitesse des dislocations, proportionnelle a` la
contrainte applique´e, est tre`s faible compare´e a` celles observe´es dans les me´taux. Par
exemple, pour le monocristal de glace, la vitesse de de´placement est de 0.2µms−1 a`
une tempe´rature de 255K (soit pour un rapport T/Tf = 0.93 ou` Tf est la tempe´rature
de fusion) et une contrainte de 0.1MPa, alors qu’elle est de 8ms−1 pour le cuivre a`
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Fig. 1.1 : (a) Position des atomes d’oxyge`ne dans la glace Ih. Les traits repre´sentent les
liaisons hydroge`ne. (b) Les six orientations possibles pour la mole´cule d’eau. Les cercles
vides repre´sentent les atomes d’oxyge`ne et les cercles pleins les atomes d’hydroge`ne.
293K (T/Tf = 0.21) sous une contrainte de 0.25MPa (Ple´, 1998). Le roˆle du de´sordre
protonique, qui constituerait un obstacle a` l’avance´e des dislocations, est invoque´ pour
expliquer cette faible vitesse (Petrenko et Whitworth, 1994).
1.2.2 Anisotropie du cristal de glace
La Figure 1.2 (Duval et al., 1983) compare les vitesses de de´formation minimales obtenues
pour la glace polycristalline isotrope et pour le monocristal de glace en fonction de la
contrainte applique´e. Cette figure montre que le me´canisme principal de de´formation du
monocristal est le glissement dans les plans de base. A contrainte e´quivalente e´gale, la
vitesse de de´formation d’un monocristal sollicite´ de fac¸on a` avoir une cission nulle dans les
plans de base (courbe du bas) est de quatre ordres de grandeur infe´rieure a` celle obtenue
si la cission dans le plan de base est maximale (courbe du haut). A contrainte e´gale, la
vitesse de de´formation en cisaillement paralle`lement au plan de base du monocristal est
environ mille fois plus e´leve´e que celle du polycristal isotrope.
Le fluage secondaire du monocristal de´forme´ par glissement basal est bien de´crit par
une loi puissance :
(1.1) γ˙b = Bbτ
n
b
ou` γ˙b et τb sont respectivement la vitesse de de´formation et la cission re´solues dans le
plan de base du grain. La synthe`se des re´sultats expe´rimentaux donne´e par Duval et al.
(1983) conduit a` un exposant n proche de 2, et a` une e´nergie d’activation de 63 kJmol−1.
Selon Lliboutry (1987), la valeur 2 de l’exposant de la loi puissance pourrait eˆtre
explique´e par une densite´ de dislocations proportionnelle a` la contrainte. La densite´
de dislocations mobiles ρ et la vitesse des dislocations v e´tant proportionnelles a` la
contrainte, d’apre`s la loi d’Orowan :
(1.2) D = bρv,
la vitesse de de´formation D est alors proportionnelle au carre´ de la contrainte.
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Fig. 1.2 : Relation entre la vitesse de de´formation e´quivalente et la contrainte e´quivalente
pour la glace isotrope et le monocristal de´forme´ par glissement basal et non basal, d’apre`s
Duval et al. (1983).
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Notons que les valeurs de l’exposant n et de l’e´nergie d’activation pour le polycristal
sont diffe´rentes de celles du monocristal. Nous pre´sentons plus loin, les particularite´s
me´caniques propres au polycristal de glace.
Enfin, Kamb (1961) a montre´ que, pour n = 1 ou n = 3, la direction du glissement
dans le plan de base est exactement la meˆme que celle de la cission re´solue dans le plan de
base. Pour des valeurs de n comprises entre 1 et 3, la de´viation entre ces deux directions
reste infe´rieure a` 2o. Le plan de base peut donc eˆtre conside´re´ comme isotrope.
1.3 Comportement de la glace polycristalline
Du fait de la tre`s grande anisotropie viscoplastique du monocristal de glace, le compor-
tement du polycristal de glace de´pend fortement de la distribution des axes−c (fabrique)
de ses grains constitutifs. Si les axes−c des grains sont re´partis de fac¸on ale´atoire, alors
le comportement du polycristal est isotrope. A l’oppose´, si tous les grains ont la meˆme
orientation, l’anisotropie du polycristal est tre`s marque´e.
Notons que, si l’on ne´glige la de´formation e´lastique en ne conside´rant que le com-
portement viscoplastique, le mate´riau peut eˆtre conside´re´ comme incompressible et par
conse´quent seule la partie de´viatoire du tenseur des contraintes entraˆıne des de´formations.
1.3.1 Comportement de la glace isotrope
Pour des raisons de dure´e, les essais de laboratoire sur la glace sont re´alise´s pour des
contraintes et des tempe´ratures relativement e´leve´es (σ > 0.2MPa et T ≈ −10oC soit
T/Tf ≈ 0.96). Les me´canismes mis en jeux lors de ces essais sont alors spe´cifiques de ces
re´gimes de contrainte et de tempe´rature. Dans ces conditions, au cours de la de´formation
du polycristal de glace isotrope, on distingue trois phases, visibles sur la Figure 1.3.
1.3.1.1 Fluage primaire
Du fait de l’anisotropie du cristal de glace, le champ des contraintes dans le polycristal
est fortement he´te´roge`ne. A l’e´chelle du grain apparaissent des contraintes internes aux
grains dont la valeur peut eˆtre nettement supe´rieure a` la contrainte moyenne applique´e.
Les dislocations produites par la de´formation restent bloque´es aux joints de grain, ce qui
explique la diminution de la vitesse de de´formation (i.e. le durcissement du mate´riau).
Cette phase est bien repre´sente´e par la loi d’Andrade (i.e. de´formation proportionnelle
a` t1/3).
1.3.1.2 Fluage secondaire
Contrairement a` ce que l’on observe sur la plupart des mate´riaux viscoplastiques, la
phase de fluage secondaire de la glace est tre`s courte. On n’observe pas de pe´riode ou`
la vitesse de de´formation est constante, et par conse´quent, le fluage secondaire est de´fini
au minimum de la vitesse de de´formation.
La relation donnant la vitesse de de´formation minimale D¯ en fonction de la contrainte
de´viatoire S¯ est bien de´crite par une loi puissance de type Norton-Hoff, couramment
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Fig. 1.3 : Courbes de fluage de la glace polycristalline isotrope en compression uniaxiale
pour diffe´rentes valeurs de la contrainte (en bar), d’apre`s Jacka (1984).
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appele´e loi de Glen en Glaciologie :
(1.3) D¯ij =
Bn(T )
2
τn−1S¯ij ,
ou` τ¯2 = S¯ijS¯ij/2 est la cission efficace (deuxie`me invariant de S¯). La fluidite´ Bn(T )
(inverse de la viscosite´) de´pend de la tempe´rature selon la loi d’Arrhe´nius :
(1.4) Bn(T ) = Bn(T0) e
Q
R
(
1
T0
−
1
T
)
,
ou`R est la constante des gaz parfaits, Q l’e´nergie d’activation et T , T0 sont les tempe´ratures
en Kelvin. D’apre`s Le Gac (1980) et Lliboutry et Duval (1985), Q = 78 kJmol−1 pour des
tempe´ratures infe´rieures a`−8oC. Pour des tempe´ratures supe´rieures, on observe une aug-
mentation de l’e´nergie d’activation : les valeurs d’e´nergie d’activation apparente donne´es
par la litte´rature (selon Le Gac (1980), Q = 120 kJmol−1 pour T > −8oC) masquent
probablement des processus actifs a` haute tempe´rature, tels que la recristallisation due a`
l’augmentation de la vitesse de migration des joints de grain ou le changement de phase
aux joints de grain dans les zones de forte concentration de contrainte.
La valeur de l’exposant n dans (1.3) de´pend du niveau des contraintes applique´es et
pour la majorite´ des essais en laboratoire (contraintes supe´rieures a` 0.2 MPa) la valeur
de n est 3 et B3(−10oC) ≈ 20 MPa−3a−1 (Duval et al., 1983; Lliboutry et Duval, 1985;
Meyssonnier et Goubert, 1994).
Cette valeur 3 de l’exposant pour le polycristal est a` comparer a` la valeur 2 trouve´e
pour le cristal de glace isole´. La diffe´rence d’exposant peut s’expliquer par le roˆle des
joints de grain qui constituent une barrie`re au de´placement des dislocations. Selon Duval
et al. (1983), l’empilement des dislocations dans la zone du joint contraint les dislocations
a` monter dans d’autres plans. La vitesse des dislocation v dans la loi d’Orowan (1.2) est
alors proportionnelle au carre´ de la contrainte et par conse´quent, la vitesse de de´formation
est proportionnelle au cube de la contrainte.
Pour des valeurs de contraintes infe´rieures a` 0.1 MPa, tre`s peu d’essais durent as-
sez longtemps pour atteindre la vitesse minimum. Pimienta (1987) trouve une valeur
de n infe´rieure a` 2 , qui est confirme´e par les donne´es d’inclinome´trie dans des trous
de forage en Antarctique (Lliboutry et Duval, 1985; Doake et Wolff, 1985). Un com-
portement line´aire (n = 1) caracte´rise aussi la partie basse du ne´ve´ pour des densite´s
supe´rieures a` 0.9, et l’e´tude de la densification dans les forages de Byrd (Antarctique)
et Site 2 (Groenland) permet de de´duire une valeur B1(−10oC) = 0.18 MPa−1a−1 (Pi-
mienta, 1987). Lipenkov et al. (1997) appliquent une me´thode inverse a` partir des
donne´es de densification des bulles dans le forage de Vostok (Antarctique) et obtiennent
n = 1 et B1(−10oC) = 0.16± 0.07MPa−1a−1
Pour les glaces des calottes polaires, ce comportement proche du line´aire est explique´
par l’absorption des dislocations lors de la migration des joints au cours du grossisse-
ment des grains (Lliboutry et Duval, 1985). La densite´ de dislocation ρ est alors sup-
pose´e constante (fluage de Harper-Dorn) et par conse´quent, d’apre`s (1.2) la vitesse de
de´formation est proportionnelle a` la contrainte.
Notons enfin que la loi de Glen isotrope est la loi la plus utilise´e dans les mode`les
d’e´coulement de calottes polaires.
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1.3.1.3 Fluage tertiaire
Au cours de cette phase, l’augmentation des vitesses de de´formation s’explique par les
me´canismes de recristallisation dynamique (recristallisation discontinue ou migration-
recristallisation, Duval et Castelnau (1995)) qui adoucissent le mate´riau. Les grains
mal oriente´s pour se de´former sont remplace´s par de nouveaux grains (processus de
nucle´ation). Une orientation pre´fe´rentielle des axes−c a` plusieurs maxima apparaˆıt
(Duval, 1981; Lliboutry et Duval, 1985), et par conse´quent l’e´tat de contrainte dans
le mate´riau devient plus homoge`ne. Cette phase peut aussi eˆtre repre´sente´e par la loi
de Glen, mais pour des valeurs du parame`tres Bn deux a` trois fois supe´rieures a` celles
donne´es pour le fluage secondaire. Meyssonnier (1989) trouve une valeur B3(−10o) =
70 MPa−3a−1 pour de´crire le fluage tertiaire.
Si la vitesse de de´formation est trop e´leve´e pour permettre au mate´riau de dissiper
son e´nergie par de´formation plastique, des fissures peuvent apparaˆıtre au voisinage des
grains les plus gros et les moins bien oriente´s pour se de´former (Ple´, 1998).
1.3.2 Textures des glaces polaires
La texture d’un polycristal de glace est la description de la taille, de la forme et de
l’agencement des grains qui le composent. La fabrique du polycristal est uniquement la
repre´sentation de la re´partition des orientations cristallographiques de ses grains (Lli-
boutry, Encyclopaedia Universalis, entre´e : glace).
Dans la pratique, la texture d’un morceau de carotte de glace est de´finie par l’obser-
vation de lames minces en lumie`re polarise´e. Pour la carotte de GRIP (Groenland), les
lames minces observe´es comportent, en moyenne, les sections de 100 a` 200 grains (Thor-
steinsson et al., 1997). L’orientation de l’axe−c de chaque cristal est de´termine´e en
recherchant ses positions d’extinction. La projection de Schmidt permet de repre´senter
de fac¸on conventionnelle la fabrique d’un e´chantillon sur des figures de poˆles. Cette pro-
jection conserve les surfaces et permet donc de rendre compte de fac¸on pre´cise du niveau
de concentration des fabriques. Chaque grain est visualise´ par un point qui est la projec-
tion sur le plan de la lame du point d’intersection entre la demi-sphe`re unite´ et l’axe−c
du grain. La taille du grain peut-eˆtre prise en compte en attribuant plusieurs points aux
gros grains ou en remplac¸ant le point par un cercle dont la surface est proportionnelle a`
la taille du grain qu’il repre´sente.
Des exemples de fabriques observe´es dans les glaces des calottes polaires sont pre´sente´s
sur la Figure 1.4. En surface, l’orientation des cristaux est ale´atoire et le polycristal est
isotrope. Lorsque la profondeur augmente, les fabriques sont plus concentre´es et, sui-
vant le site de forage, les axes−c sont concentre´s autour de la direction verticale2 ou bien
forment une couronne homoge`ne dans un plan vertical3, dont l’orientation par rapport au
plan de l’e´coulement (paralle`le ou perpendiculaire) demeure inconnue a` ce jour (Duval,
communication personnelle, 1998).
Ces observations ne sont sans doute pas repre´sentatives de l’ensemble des formes
2A Camp Century, Dye 3 et GRIP au Groenland, et Byrd station et Law Dome en Antarc-
tique : Russell-Head et Budd (1979); Herron et Langway (1982); Thorsteinsson et al. (1997).
3A Vostok et Mizuho en Antarctique : Fujita et al. (1987); Lipenkov et al. (1989).
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104.5 m n=215 879 m n=192 978 m n=193915 m n=181
(a) Vostok
19
1790 m n=174
20
1899 m n=200
21
1982 m n=175
(b) GRIP
Fig. 1.4 : Exemples de fabriques observe´es dans les forages de (a) Vostok (Antarctique)
aux profondeurs de 104.5m, 879m, 915m et 978m (Lipenkov et al., 1989) et (b) GRIP
(Groenland) aux profondeurs de 1790m, 1899m et 1982m (Thorsteinsson et al., 1997).
La projection est faite dans le plan horizontal in-situ.
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de fabriques, puisque il est difficile d’imaginer le passage d’une fabrique axisyme´trique
d’axe vertical a` une fabrique axisyme´trique d’axe horizontal sans une transition pendant
laquelle la fabrique n’est plus axisyme´trique.
1.3.3 Comportement de la glace polycristalline anisotrope
Les courbes de fluage de la glace polycristalline anisotrope pre´sentent les trois meˆmes
phases que celles de la glace isotrope. Nous donnons ici des re´sultats d’essais me´caniques
re´alise´s sur des glaces polaires dont les fabriques sont tre`s marque´es. La re´ponse du
polycristal de glace anisotrope est compare´e a` celle de la glace isotrope pour le fluage
secondaire.
Des essais re´alise´s par Duval et Le Gac (1982) sur des glaces de Dome-C ont montre´
que, pour un polycristal dont tous les axes−c sont aligne´s perpendiculairement a` la
direction de cisaillement, la fluidite´ en cisaillement B// est dix fois supe´rieure a` celle de
la glace isotrope a` la meˆme tempe´rature. En compression dans la direction des axes−c,
la fluidite´ est quatre fois plus faible que celle de la glace isotrope.
Ces re´sultats sont a` comparer a` la valeur 103 donne´ par Duval et al. (1983) pour le
rapport entre la fluidite´ dans le plan de base d’un monocristal isole´ et la fluidite´ de la
glace isotrope. La diffe´rence de deux ordres de grandeur entre le monocristal isole´ et le
polycristal dont tous les cristaux ont la meˆme orientation, s’explique par le roˆle des joints
de grains qui dans le polycristal constituent des obstacles au mouvement des dislocations.
Notons qu’aucun des mode`les de comportement pre´sente´s dans le paragraphe suivant
n’est capable de reproduire cette diffe´rence. En effet, pour un polycristal dont tous les
axes−c auraient la meˆme orientation, tous ces mode`les donnent un comportement limite
correspondant a` celui du grain isole´. Ceci vient du fait que le roˆle des joints de grain
n’est pas pris en compte dans ces mode`les.
Pimienta et al. (1987) ont re´alise´ des essais sur les glaces de Vostok dont la fabrique
forme une couronne homoge`ne (cf. Figure 1.4). Contrairement aux glaces a` un seul maxi-
mum d’orientation des axes−c, les glaces de Vostok ne posse`dent pas de direction dans
laquelle la fluidite´ est plus importante que celle de la glace isotrope. Seule la direction
perpendiculaire au plan de la couronne pre´sente une grande diffe´rence de comportement
par rapport a` la glace isotrope, avec une fluidite´ en compression seize fois plus faible que
celle de la glace isotrope a` la meˆme tempe´rature.
Ces essais re´alise´s sur diffe´rentes glaces montrent clairement le lien entre la fabrique
de l’e´chantillon et son anisotropie me´canique.
1.3.4 Localisation des diffe´rents processus au sein des calottes polaires
Les me´canismes mis en jeu pour de´former les cristaux de glace qui composent les ca-
lottes polaires de´pendent de nombreux parame`tres, tels que l’histoire des de´formations,
la fabrique, les contraintes, la tempe´rature, la teneur en impurete´s.
La variation spatiale de ces conditions dans les calottes polaires entraˆıne que, sui-
vant l’endroit observe´, les me´canismes mis en jeu ne sont pas les meˆmes, et que par
conse´quent, la loi de comportement peut prendre diffe´rentes formes (valeur de n, valeurs
des coefficients rhe´ologiques, . . . ). Pimienta et al. (1987) et Alley (1992) proposent de
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distinguer trois zones en fonction de la profondeur :
- Dans les premie`res centaines de me`tres sous la surface, une zone de faibles contraintes
ou` les grains grossissent pour diminuer l’e´nergie de surface. Une valeur de n proche
de 1, explique´e par l’absorption des dislocations lie´e a` la migration des joints de
grains (Lliboutry et Duval, 1985), semble adapte´e pour de´crire le comportement
dans cette zone (Doake et Wolff, 1985; Pimienta et al., 1987).
- En progressant en profondeur, les contraintes augmentent et le fluage dislocation
prend le pas sur le grossissement des grains. La taille des grains peut eˆtre stable
(par exemple a` GRIP, Thorsteinsson et al. (1997)) et l’arreˆt de la croissance des
grains s’explique alors par la polygonisation des grains. Un exposant infe´rieur a`
3 est propose´ par la plupart des auteurs pour de´crire le comportement dans cette
zone (Doake et Wolff, 1985; Lliboutry et Duval, 1985). La rotation des grains
par glissement intracristallin entraˆıne la formation de fabriques qui tendent a` se
concentrer vers un seul maximum.
- Une troisie`me zone, proche du lit rocheux, ou` la glace peut subir de fortes variations
de contraintes lorsque le lit est irre´gulier et ou` la tempe´rature est ge´ne´ralement
e´leve´e (T > −10oC). Ces conditions particulie`res induisent une recristallisation
discontinue (ou migration-recristallisation), au cours de laquelle de nouveaux grains
mieux oriente´s pour se de´former sont cre´e´s, qui donne naissance a` des fabriques a`
plusieurs maximums. Les fabriques observe´es a` ces profondeurs peuvent pre´senter
de tre`s brusques changements de forme, comme par exemple les fabriques de GRIP
(Groenland) en dessous de 2800m (Thorsteinsson et al., 1997). L’observation de ces
fabriques a` plusieurs maximums n’est cependant pas syste´matique a` ces profondeurs
(Alley, 1992). Dans cette zone profonde, on suppose que la valeur de l’exposant est
comparable a` celle de´duite des essais en laboratoire, soit n = 3, mais une valeur
infe´rieure a` 3 n’est pas impossible.
1.4 Mode´lisation des phe´nome`nes observe´s
Dans cette partie, nous discutons les diffe´rents mode`les de la litte´rature, des mode`les de
comportement du grain aux mode`les d’e´coulement des calottes polaires. Les spe´cificite´s
des diffe´rents mode`les de comportement et d’e´volution de la fabrique de la glace poly-
cristalline sont de´taille´es.
1.4.1 Mode`les de comportement du grain
Essentiellement, trois mode`les de grain sont propose´s dans la litte´rature :
(1) De´formation par glissement basal
La majorite´ des auteurs (Lliboutry, 1993; Van der Veen et Whillans, 1994; Azuma et
Goto-Azuma, 1996; Svendsen et Hutter, 1996; Go¨dert et Hutter, 1998) postulent que le
grain se de´forme uniquement par glissement basal. Seule la cission re´solue dans le plan
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de base τb entraˆıne une vitesse de de´formation γ˙b du cristal par cisaillement paralle`lement
au plan de base, soit d’apre`s Lliboutry (1993) :
(1.5) γ˙b = ψbτb +Bbτ
3
b ,
ou` ψb et Bb sont les fluidite´s en cisaillement paralle`lement au plan de base pour les cas
line´aire et non-line´aire (n = 3), respectivement.
(2) Mode`le a` syste`mes de glissement
Castelnau et al. (1996b) proposent un mode`le de comportement du grain pouvant se
de´former par glissement dans les plans basal, pyramidal et prismatique. Pour chaque
syste`me de glissement, la vitesse de cisaillement est controˆle´e par la durete´ du syste`me,
le plan de base e´tant celui ou` le glissement est le plus facile.
(3) Comportement orthotrope de re´volution
Meyssonnier et Philip (1996) adoptent une loi de mate´riau incompressible line´aire or-
thotrope de re´volution pour de´crire le comportement du grain. L’anisotropie du grain
est controˆle´e par deux parame`tres qui permettent de passer d’un grain se de´formant
uniquement par glissement basal (e´quivalent au mode`le (1)) a` un grain isotrope.
Ce mode`le est pre´sente´ au chapitre suivant, ainsi que son extension au cas non-
line´aire. De plus, nous comparons les mode`les (2) et (3) dans le cas line´aire et montrons
qu’ils sont e´quivalents (cf. 2.3).
1.4.2 Mode`les de description de la fabrique : grains discrets ou ODF
1.4.2.1 Grains discrets
Pour de´crire la fabrique d’un polycristal de glace, l’approche classique consiste a` se donner
un nombre fini de grains (voir par exemple Molinari et al., 1987; Chastel et al., 1993;
Van der Veen et Whillans, 1994; Azuma, 1994; Castelnau et al., 1996b). Cette me´thode
permet de de´finir tre`s pre´cise´ment l’orientation de chaque grain (axe−c et axe−a pour
la glace par exemple) en utilisant les trois angles d’Euler, mais aussi e´ventuellement
sa taille ou des variables internes diverses (Par exemple une densite´ de dislocation).
C’est la me´thode la plus naturelle pour de´crire la fabrique d’un e´chantillon re´el dont on
veut reproduire le comportement avec un mode`le. Son inconve´nient majeur est le grand
nombre de donne´es a` stocker puisque un minimum de 200 grains semble ne´cessaire pour
de´crire convenablement le polycristal, notamment lorsqu’il est isotrope (Elvin, 1996). Par
conse´quent, son utilisation dans un mode`le d’e´coulement de calotte polaire contenant
environ 105 nœuds (Greve et Hutter, 1995; Fabre et al., 1997) semble conduire a` un
volume de donne´es trop important.
1.4.2.2 Fonction de distribution des orientations (ODF)
Une approche plus mathe´matique, consiste a` de´crire la fabrique d’un point de vue sta-
tistique par une fonction de distribution des orientations cristallines. Cette fonction,
positive, continue et infiniment de´rivable (Moussy et Franciosi, 1990, page 151), donne
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la fraction volumique dV (g) des cristaux posse´dant l’orientation g a` dg pre`s dans le
volume V0 de l’e´chantillon, soit :
(1.6)
dV (g)
V0
= K.f(g)dg,
ou` la condition de normalisation
(1.7)
1
V0
∫
V
dV (g) = K
∫
g
f(g)dg = 1,
et la condition f(g) = 1 pour un e´chantillon isotrope sans texture (i.e. pour une
re´partition ale´atoire de tous les cristaux), entraˆınent K = 1/8π2.
Lorsque le cristal peut eˆtre repe´re´ uniquement par une seule orientation, comme c’est
le cas pour la glace avec les mode`les 1 et 3 pre´sente´s au paragraphe 1.4.1, f est une
fonction de seulement deux angles (en coordonne´es sphe´riques par exemple). La fonction
de distribution des orientations f(θ, ϕ) (Orientation Distribution Function ou ODF, voir
Van der Giessen et Van Houtte, 1992; Meyssonnier et Philip, 1996) donne alors la fraction
volumique des cristaux dont l’orientation est (θ, ϕ).
Par de´finition, l’ODF ve´rifie l’e´quation de conservation du nombre total de grains,
qui s’e´crit :
(1.8)
1
2π
∫ 2pi
0
∫ pi/2
0
f(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ = 1.
L’avantage de l’ODF est de pouvoir eˆtre de´termine´e sous forme d’une fonction conti-
nue. Il est aussi possible de mener des calculs analytiques et ainsi d’obtenir des solutions
analytiques de l’ODF pour diffe´rentes conditions de chargement (Van der Giessen et Van
Houtte, 1992; Svendsen et Hutter, 1996).
1.4.2.3 Moyenne sur les cristaux
Une quantite´ macroscopique A¯ (composante des tenseurs des vitesses de de´formation,
des contraintes, . . . ) est de´finie comme e´tant la moyenne de cette quantite´ A sur tous
les grains du polycristal. En fonction de la me´thode choisie pour repre´senter la fabrique,
nous e´crirons :
(1.9) A¯ =< Ag >=
1
Ng
Ng∑
g=1
Ag,
si la fabrique est de´crite par Ng grains discrets,
(1.10) A¯ =< A(θ, ϕ) >=
1
2π
∫ 2pi
0
∫ pi/2
0
A(θ, ϕ)f(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ,
lorsque la fabrique est de´crite a` l’aide de l’ODF f(θ, ϕ).
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1.4.3 Mode`les de comportement du polycristal anisotrope
Nous pre´sentons dans ce paragraphe trois types d’approches pour de´crire le comporte-
ment me´canique d’un polycristal de glace.
1.4.3.1 Mode`les phe´nome´nologiques
Une premie`re approche consiste a` adopter une forme de loi macroscopique (Boehler, 1978)
et a` de´terminer la valeur des coefficients pour un e´chantillon de glace anisotrope teste´e
en laboratoire (Le Gac, 1980; Anderman, 1982; Pimienta et al., 1987). Cette approche
ne permet pas, a priori, de pre´dire le comportement d’un e´chantillon a` partir de la seule
observation de sa fabrique. Ne´anmoins, ces re´sultats sont tre`s utiles pour valider les
mode`les d’homoge´ne´isation.
Morland et Staroszczyk (1998) proposent un mode`le phe´nome´nologique pour le com-
portement et l’e´volution de la texture construit a` partir des the´ore`mes de repre´sentation
des fonctions tensorielles objectives (Boehler, 1978). L’anisotropie est restreinte au cas
particulier de l’orthotropie en supposant qu’elle est conserve´e au cours de la de´formation
du mate´riau. La contrainte de´viatoire est exprime´e comme fonction de la vitesse de
de´formation actuelle, de la de´formation et de trois tenseurs de structure. Dans son expres-
sion la plus simple, le mode`le de´pend d’une seule fonction de la de´formation pour de´crire
l’e´volution de l’anisotropie. Cette fonction est cale´e sur des re´sultats d’essais me´caniques
(Staroszczyk et Morland, 2000) ou a` l’aide des mode`les plus physiques pre´sente´s ci-
dessous (Staroszczyk et Gagliardini, 1999). L’inte´reˆt majeur de ce mode`le re´side dans sa
formulation uniquement macroscopique, qui permet d’envisager son incorporation dans
un mode`le d’e´coulement de calotte polaire sans trop de difficulte´.
1.4.3.2 Discre´tisation spatiale du polycristal
Le polycristal est discre´tise´ en un nombre fini de cristaux, qui eux meˆmes peuvent eˆtre
divise´s en un nombre fini d’e´le´ments. La me´thode des e´le´ments finis est ge´ne´ralement
la me´thode employe´e pour re´soudre les e´quations de l’e´quilibre du polycristal (Harren
et al., 1988; Teodosiu et al., 1993). Cette me´thode est tre`s pre´cise dans la description
des champs de contraintes et de de´formations a` l’inte´rieur du polycristal. Elle permet
notamment de tenir compte de l’arrangement des grains observe´ sur une lame mince.
Par contre, les applications sont ge´ne´ralement 2D et ne´cessitent un investissement en
temps de calcul et en donne´es tre`s important. Les re´sultats obtenus avec la me´thode des
e´le´ments finis sont tre`s utiles pour caler d’autres mode`les (Molinari et To´th, 1994).
1.4.3.3 Me´thodes micro-macro d’homoge´ne´isation
Dans les me´thodes micro-macro, le comportement du polycristal, pour une fabrique
observe´e donne´e, est obtenu par des me´thodes d’homoge´ne´isation a` partir de celui du
grain.
L’homoge´ne´isation consiste a` de´duire le comportement d’un assemblage d’e´le´ments
qui interagissent entre eux, a` partir de la connaissance du comportement de l’e´le´ment
isole´ et des lois d’interaction. Dans le cas de la glace polycristalline, le comportement
me´canique d’un assemblage de grains est de´termine´ a` partir de celui du grain isole´.
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Les e´quations a` ve´rifier sont l’e´quation de l’e´quilibre dans chaque grain et l’e´quation de
compatibilite´ des de´formations4 entre les grains.
Il n’est pas possible de ve´rifier exactement ces deux e´quations pour l’ensemble des
grains. De cette constatation de´coule les hypothe`ses des diffe´rents mode`les :
Mode`le type ”Taylor” Le mode`le de Taylor suppose que les de´formations sont ho-
moge`nes dans tous les grains et e´gales a` la de´formation macroscopique du polycristal.
Cette hypothe`se implique que la continuite´ des de´formations est respecte´e.
Mode`le a` contraintes homoge`nes ou mode`le statique Le mode`le statique repose
sur l’hypothe`se de contraintes uniformes dans le polycristal. L’e´quation de l’e´quilibre
quasi-statique est donc implicitement ve´rifie´e. Notons que ce mode`le est diffe´rent du
mode`le de Sachs (1928) qui lui ne ve´rifie ni l’e´quation de l’e´quilibre ni l’e´quation de la
continuite´ (voir par exemple Kocks et al., 1998, page 468).
Mode`le de type Auto-cohe´rent Les mode`les de type auto-cohe´rent ve´rifient “au
mieux” les deux e´quations et donnent un comportement de polycristal compris entre les
comportements du mode`le de Taylor et du mode`le a` contraintes homoge`nes.
Nous pre´sentons ici les particularite´s des diffe´rents mode`les d’homoge´ne´isation de la
litte´rature utilise´s pour de´crire le comportement de la glace polycristalline anisotrope.
Notons que la plupart des auteurs proposent aussi un mode`le d’e´volution de la fabrique
(cf. §1.4.4).
Le mode`le de Taylor semble mal adapte´ pour de´crire le comportement de la glace. Il
ne´cessite un minimum de cinq syste`mes de glissement inde´pendants et donc un mode`le
de comportement du grain qui ne tienne pas compte uniquement du glissement basal
(deux syste`mes inde´pendants) (Castelnau et al., 1996b).
Lliboutry (1993) pre´sente une me´thode d’homoge´ne´isation base´e sur l’hypothe`se des
contraintes homoge`nes, dans le cas ou` la fabrique pre´sente une syme´trie de re´volution. Le
comportement macroscopique est seulement fonction de la fluidite´ dans le plan de base
du cristal et d’un parame`tre de description de la fabrique θ1/2 (cf. §3.5.3). L’inte´reˆt de
cette homoge´ne´isation est de de´terminer la forme de la loi macroscopique. Ainsi, lorsque
le comportement est line´aire (n = 1), la loi macroscopique de´pend de trois parame`tres
inde´pendants, et de cinq5 lorsque le comportement est non-line´aire (n = 3). Dans le
Chapitre 4, nous e´tendons ce mode`le au mate´riau orthotrope.
Le mode`le line´aire de Svendsen et Hutter (1996) est lui aussi base´ sur l’hypothe`se
des contraintes homoge`nes, et le comportement du polycristal de glace est de´crit a` l’aide
d’un tenseur de structure, de´duit de l’homoge´ne´isation de tous les tenseurs de struc-
ture des diffe´rents grains. Le grain est suppose´ orthotrope de re´volution et il de´pend de
trois coefficients rhe´ologiques, ainsi que le comportement du polycristal de´duit de l’ho-
moge´ne´isation. Go¨dert et Hutter (1998) e´tendent le mode`le au cas non-line´aire mais en
adoptant le mode`le simplifie´ de grain se de´formant uniquement par glissement basal.
4Deux grains ne doivent pas se chevaucher ou se de´coller.
5La loi est exprime´e en fonction de sept parame`tres, mais il existe deux relations entre ces sept
parame`tres, ce qui re´duit le nombre de parame`tres inde´pendants a` cinq.
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Le mode`le d’Azuma (Azuma, 1994, 1995) tient compte du voisinage de chaque grain
dans le cas d’un e´tat de contrainte macroscopique uniaxial. La contrainte principale σi
dans un grain est le produit de la contrainte principale macroscopique σ¯i par le rapport
du facteur de Schmid du grain a` la moyenne des facteurs de Schmid des grains voisins6.
Ceci suppose que les repe`res des contraintes principales du grain et du polycristal sont
confondus. Pour une orientation de grain donne´e, la contrainte dans ce grain est d’autant
plus grande que les grains autour sont bien oriente´s pour se de´former. Ce mode`le est
e´tendu a` un e´tat de contrainte macroscopique quelconque, en remplac¸ant le facteur de
Schmid par le tenseur de Schmid (Azuma et Goto-Azuma, 1996).
Les mode`les de Castelnau et Duval (1994) et Van der Veen et Whillans (1994), base´s
sur l’hypothe`se de contraintes homoge`nes et pour un comportement non-line´aire du grain,
utilisent un nombre fini de grains pour de´finir la fabrique. Ceci permet de de´crire tout
type d’anisotropie, et donc d’appliquer une sollicitation quelconque.
Castelnau (1996), et Meyssonnier et Philip (1996) utilisent l’approche auto-cohe´rente,
ce qui ne´cessite l’adoption d’un mode`le de comportement du grain qui tient compte de
plus de deux syste`mes de glissement. Castelnau (1996) a applique´ a` la glace polycristal-
line la version ”1 site” anisotrope (Lebensohn et Tome´, 1993) du mode`le auto-cohe´rent
viscoplastique de´veloppe´ par Molinari et al. (1987). Castelnau (1996) mode´lise le compor-
tement du grain en introduisant du glissement dans les plans prismatique et pyramidal.
L’analyse d’essais me´caniques montre que pour reproduire le comportement observe´,
il faut une contrainte de re´fe´rence dans ces plans au moins 70 fois plus importantes
que dans le plan basal. Les mode`les statique et de Taylor sont compare´s au mode`le
auto-cohe´rent pour diffe´rentes sollicitations (Castelnau et al., 1996b). La diffe´rence de
comportement entre les mode`les statique et auto-cohe´rent est moins importante que celle
entre le mode`le de Taylor et le mode`le auto-cohe´rent. Notons que la fabrique est de´crite
par un nombre fini de grains, et que l’orientation d’un grain, repe´re´ par son axe−c et
un axe−a, ne´cessite trois angles. Meyssonnier et Philip (1996) utilisent un mode`le de
comportement line´aire orthotrope de re´volution pour de´crire le grain. Le polycristal est
suppose´, lui aussi, orthotrope de re´volution et la fabrique est de´crite par une ODF, ce
qui permet un de´veloppement analytique des e´quations.
1.4.4 Mode`les d’e´volution de la fabrique
La plupart des auteurs qui proposent un mode`le de comportement micro-macro pre´sentent
aussi un mode`le d’e´volution de la fabrique. En ge´ne´ral, l’hypothe`se principale du mode`le
de comportement (contraintes homoge`nes, de´formations homoge`nes ou auto-cohe´rence)
reste valable pour de´crire l’e´volution de la fabrique.
En faisant l’hypothe`se de contraintes homoge`nes dans le polycristal, Van der Veen et
Whillans (1994) et Castelnau et Duval (1994) de´crivent le de´veloppement de fabriques
pour des chargements impose´s de compression, traction, cisaillement pur et cisaillement
simple. Le mode`le de Van der Veen et Whillans (1994) introduit un crite`re de recris-
tallisation simple : si la diffe´rence entre les de´formations cumule´es d’un grain et du
polycristal de´passe une certaine valeur alors le grain est remplace´ par un nouveau grain
dont l’orientation est telle que la cission dans son plan de base est maximum. Castelnau
6Le facteur de Schmid est de´fini en fonction de l’angle χ entre la direction de compression et l’axe−c,
par Sg = cosχ sinχ.
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(1996) souligne l’incohe´rence du mode`le a` contraintes homoge`nes pour de´crire l’e´volution
de la fabrique, puisque il est ne´cessaire de faire une hypothe`se sur la relation entre les
vitesses de rotation des grains et la vitesse de rotation du polycristal par rapport au
repe`re de re´fe´rence. Dans la plupart des mode`les a` contraintes homoge`nes, l’hypothe`se
consiste a` postuler l’e´galite´ de ces deux vitesses de rotation, alors que le champ des vi-
tesses n’est pas continu. Cependant, comme le montre Castelnau (1996), les re´sultats
obtenus avec ce mode`le restent tre`s re´alistes et assez proches de ceux obtenus avec le
mode`le auto-cohe´rent.
Contrairement au mode`le a` contraintes homoge`nes, pour le mode`le auto-cohe´rent les
vitesses de rotation d’un grain sont fonction de son interaction avec le Milieu Homoge`ne
Equivalent, et il n’est donc pas ne´cessaire de faire une hypothe`se supple´mentaire. Cas-
telnau (1996) compare l’e´volution des fabriques donne´es par les mode`les a` contraintes
homoge`nes, de Taylor et auto-cohe´rent pour diffe´rents cas de chargement. Si le mode`le
de Taylor donne des fabriques qui sont radicalement diffe´rentes de celles obtenues avec le
mode`le auto-cohe´rent, il est difficile par une simple observation des fabriques, de pouvoir
diffe´rencier les mode`les auto-cohe´rent et a` contraintes homoge`nes.
Van der Giessen et Van Houtte (1992), puis Svendsen et Hutter (1996) de´veloppent
des calculs analytiques pour l’ODF en faisant l’hypothe`se de vitesses de de´formation
constantes et homoge`nes dans le polycristal et pour un monocristal de glace bidimen-
sionnel. Nous pre´sentons dans le Chapitre 3, des de´veloppements analytiques analogues
a` ceux pre´sente´s par ces auteurs, mais pour un comportement de grain tridimensionnel.
Meyssonnier et Philip (1996) proposent une ODF parame´tre´e de´duite des re´sultats de
Van der Giessen et Van Houtte (1992). Cette fonction de´pend de trois parame`tres et elle
de´crit de fac¸on satisfaisante les fabriques axisyme´triques de compression et de traction.
1.4.5 Mode`les de calottes polaires
L’objet de ce paragraphe n’est pas de pre´senter tous les mode`les de calottes polaires
existants, mais de donner les principales hypothe`ses qui sont faites dans la plupart de ces
mode`les. Un inventaire de´taille´ des mode`les de calottes polaires est propose´ par Fabre
(1997).
Les calottes polaires s’e´coulent sous l’effet de la gravite´ du centre vers les bords.
L’e´coulement est alimente´ par un apport en nouveau mate´riau sous forme de neige, qui
se densifie dans la premie`re centaine de me`tres sous la surface pour donner de la glace.
Lorsque la tempe´rature au contact du lit rocheux est proche du point de fusion, a` cause
de l’apport de chaleur duˆe au flux ge´othermique, il y a glissement de la glace sur le lit
rocheux.
L’e´coulement de la glace ve´rifie l’e´quation de la conservation de la masse, les e´quations
de l’e´quilibre quasi-statique et l’e´quation de la chaleur, avec comme conditions aux limites
des conditions applique´es sur la surface libre (accumulation, ablation, tempe´rature, . . . ),
au contact du lit rocheux (ge´ome´trie, flux ge´othermique, glissement ou non-glissement,
re´ponse isostatique,. . . ) et sur les bords (tempe´rature, veˆlage d’icebergs, niveau des
mers, . . . ). Pour valider ces mode`les, tre`s peu de donne´es7sont disponibles au regard des
e´tendues explorables.
7Mesures de surface et dans les forages par des missions sur le terrain, et mesures satellitaires.
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Fabre (1997) distingue les mode`les a` ge´ome´trie impose´e et les mode`les d’e´volution.
Les mode`les de la premie`re cate´gorie de´terminent l’e´tat stationnaire d’une calotte pour
une ge´ome´trie du lit rocheux, des conditions d’accumulation et de tempe´rature donne´es.
Cette re´solution peut passer par la recherche de la surface libre qui ve´rifie les conditions
de stationnarite´ de l’e´coulement. Cette cate´gorie de mode`les est essentiellement utilise´e
pour l’interpre´tation des forages et notamment pour fournir une datation des carottes
de glace. Les mode`les de la seconde cate´gorie calculent l’e´volution de la ge´ome´trie de
la calotte polaire lorsque les conditions climatiques impose´es changent (”forc¸age clima-
tique”). Ils permettent, notamment, d’e´tudier globalement les calottes actuelles mais
aussi de reconstruire les calottes passe´es, ou encore de pre´voir l’extension des calottes
dans le futur suivant diffe´rents sce´narios climatiques (Hutter, 1983; Ritz, 1992).
La plupart des mode`les de calottes polaires reposent sur l’approximation de la couche
mince (Fowler et Larson, 1980; Hutter, 1981; Morland, 1984; Hutter et al., 1986) qui
de´coule du faible rapport d’aspect de la calotte ǫ = d/L, ou` d et L sont respectivement
les hauteur et longueur caracte´ristiques de la calotte. La valeur du rapport d’aspect
e´tant de l’ordre de 10−3, un de´veloppement en se´rie de ǫ permet d’aboutir a` la re´solution
d’un syste`me d’e´quations simplifie´es pour chaque ordre du de´veloppement.
Comme nous l’avons vu pre´ce´demment, le mate´riau qui compose les calottes polaires
n’est pas homoge`ne et son comportement de´pend d’un tre`s grand nombre de parame`tres.
Tous les mode`les existant dans la litte´rature sont donc baˆtis sur des hypothe`ses qui
tendent a` diminuer ce nombre de parame`tres et ceci en fonction des objectifs vise´s.
L’anisotropie de la glace est un de ces parame`tres qui, pour l’instant, n’a pu eˆtre
incorpore´ de fac¸on satisfaisante. Pour tenir compte de l’anisotropie, la me´thode la plus
re´pandue consiste a` multiplier la viscosite´ (isotrope) par un coefficient (”enhancement
factor”) de fac¸on a` reproduire le cisaillement plus aise´e des glaces profondes a` fabrique
verticale. Re´cemment, Mangeney (1996); Mangeney et al. (1996, 1997) ont incorpore´
dans un mode`le d’e´coulement une loi orthotrope de re´volution pour la glace polycris-
talline, en conside´rant la fabrique comme une donne´e fixe. Les re´sultats obtenus avec
ce mode`le montrent clairement que l’effet de l’anisotropie sur l’e´coulement n’est pas
ne´gligeable et que l’utilisation d’un enhancement factor n’est pas satisfaisant. Comme
la tempe´rature, l’anisotropie, et donc la fabrique de la glace en un point, devraient eˆtre
des inconnues a` de´terminer dans la re´solution globale de l’e´coulement. Contrairement a`
la tempe´rature, tenir compte de la fabrique ne´cessite un nombre de parame`tres impor-
tant et la re´solution d’e´quations qui restent a` de´terminer. De plus, meˆme si un de´but de
preuve a e´te´ donne´ par Mangeney (1996), il reste a` montrer que la fabrique fait re´ellement
partie des parame`tres pertinents a` prendre en compte pour la mode´lisation des calottes
polaires.
1.4.6 Mode`les multi-e´chelles
Depuis quelques anne´es, des applications ont e´te´ conduites en incorporant un mode`le
micro-macro de comportement (et d’e´volution de la texture) dans un code a` grande
e´chelle (Mathur et al., 1990; Kocks et al., 1991; Chastel et al., 1993). Classiquement la
loi de comportement du polycristal est imple´mente´e dans un code aux e´le´ments finis et
la fabrique du polycristal est de´crite par un nombre fini de grains discrets. Lorsque la
formulation est Eule´rienne et l’e´coulement stationnaire, les trajectoires sont confondues
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avec les lignes de courant. L’e´volution de la fabrique est donc de´termine´e le long de
ces lignes de courant en de´marrant des frontie`res ou` la fabrique est connue (Dawson et
Beaudoin, 1998).
1.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ un aperc¸u des diffe´rents domaines auxquels nous
allons faire re´fe´rence dans les chapitres suivants : du cristal de glace aux calottes polaires.
Nous avons vu que les essais me´caniques re´alise´s sur des glaces polaires pre´sentant
une forte texture mettent en e´vidence l’anisotropie du comportement me´canique. Les
diffe´rents me´canismes de la de´formation du polycristal de glace ont e´te´ pre´sente´s ainsi
que leur localisation dans les calottes polaires.
Nous avons note´ que dans les deux tiers supe´rieurs l’exposant n de la loi puissance
est infe´rieur a` 3 et que la rotation et la polygonisation des cristaux sont les me´canismes
principaux de l’e´volution de la fabrique.
Notre objectif final e´tant d’incorporer une loi de comportement de la glace poly-
cristalline dans un mode`le de calotte polaire, l’e´tude des diffe´rents mode`les de glace
polycristalline ame`nent ces deux remarques :
- la description par un nombre fini de grains ne semble pas adapte´e a` notre proble`me et
l’utilisation d’une ODF doit permettre de mode´liser la fabrique par une fonction continue
de´pendant de peu de parame`tres.
- le traitement nume´rique du mode`le auto-cohe´rent semble conduire a` des temps de calcul
trop importants pour eˆtre raisonnablement inte´gre´, a` ce jour, dans un mode`le de calotte
polaire. Par ailleurs, le mode`le a` contraintes homoge`nes applique´ a` la glace donne des
re´sultats qui restent assez proches de ceux obtenus avec le mode`le auto-cohe´rent, en
pre´sentant l’avantage d’un formalisme beaucoup plus simple.
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Chapitre 2
Mode`le de comportement du
cristal de glace.
2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous formulons la loi de comportement viscoplastique du cristal de
glace pour les cas line´aire et non-line´aire. Nous utilisons une formulation objective base´e
sur les the´ore`mes de repre´sentation des fonctions tensorielles (Boehler, 1975).
Certains re´sultats interme´diaires sont donne´s dans l’Annexe A. Le syste`me de
notation adopte´ est de´fini en teˆte du me´moire (page xv).
2.2 Mode`le viscoplastique adopte´
Comme Meyssonnier et Philip (1996) puis Gagliardini et Meyssonnier (1999), nous fai-
sons l’hypothe`se que le monocristal de glace isole´ se comporte comme un mate´riau in-
compressible orthotrope de re´volution autour de l’axe c, confondu avec ge3 dans le repe`re
du grain {gR}. Les vecteurs ge1 et ge2 de´finissent le plan isotrope du cristal. Ainsi, la
position d’un grain dans le repe`re de re´fe´rence {R} est donne´e en fonction de seulement
deux angles θ et ϕ, de´finis sur la Figure 2.1. La matrice de rotation R permettant de
passer du repe`re du grain {gR} au repe`re de re´fe´rence {R} est donne´e par :
(2.1) R =
 cos θ cosϕ − sinϕ sin θ cosϕcos θ sinϕ cosϕ sin θ sinϕ
− sin θ 0 cos θ
 .
2.2.1 Comportement line´aire
Dans un premier temps, nous supposons que la vitesse de de´formation D est fonction
line´aire du de´viateur des contraintes S. A partir de la formulation la plus ge´ne´rale de
la loi de comportement du mate´riau line´aire orthotrope de re´volution (A.1), donne´e en
Annexe A, l’application de la condition d’incompressibilite´ conduit a` la formulation
suivante pour de´crire le comportement du cristal de glace :
(2.2) D = δ1S + δ2M
D
3 + δ3(SM3 +M3S)
D,
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θ
ϕ
e1
e2
e3
g
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g
e2
c = ge3
Fig. 2.1 : Le repe`re du grain {gR} est positionne´ par rapport au repe`re de re´fe´rence {R}
par sa co-latitude θ et sa longitude ϕ.
ou` M3 = c⊗c = ge3⊗ ge3 est le tenseur de structure de´crivant la syme´trie de re´volution
du cristal autour de ge3 et ()
D de´signe la partie de´viatoire d’un tenseur. Dans le cas
line´aire, les coefficients δ1 et δ3 sont des constantes et δ2 est uniquement fonction de
tr (M3S) (Boehler, 1978).
Plutoˆt que d’utiliser les parame`tres δ1, δ2 et δ3, nous allons introduire trois autres
parame`tres, ψ, β et γ qui de´finissent de fac¸on plus qualititative le comportement du
grain :
ψ est la fluidite´ en cisaillement paralle`lement au plan de base du monocristal, de´finie
par :
(2.3) gD23 =
ψ
2
gS23 et
gD31 =
ψ
2
gS31,
β est le rapport entre la fluidite´ en cisaillement dans le plan de base et la fluidite´ en
cisaillement paralle`lement au plan de base, de´fini par :
(2.4) gD12 = β
ψ
2
gS12,
γ est le rapport entre les fluidite´s en compression-traction dans une direction contenue
dans le plan de base et dans la direction de l’axe−c.
D e´tant la valeur de la vitesse de de´formation gD33 obtenue pour une compression-
traction uniaxiale gσ33 = σ, la vitesse de de´formation
gDrr, pour une compression-
traction gσrr = σ selon la direction
ger contenue dans le plan de base, est alors
de´finie par :
(2.5) gDrr = γD.
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Les relations entre les parame`tres δi et ψ, β, γ sont obtenues par identification entre
les relations (2.2) et (2.3), (2.4) et (2.5) comme :
(2.6)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1 =
ψ
2
β
δ2 = ψ(β
γ + 2
4γ − 1 − 1) tr(M3S)
δ3 =
ψ
2
(1− β)
.
En utilisant (2.6), la loi (2.2) qui de´crit le comportement viscoplastique line´aire du
monocristal de glace est re´e´crite sous la forme :
(2.7) D =
ψ
2
(
βS + 2(β
γ + 2
4γ − 1 − 1) tr (M3S)M
D
3 + (1− β)(M3S + SM3)D
)
.
Avec la notation de Voigt :
(2.8) gd =

gD11
gD22
gD33
2 gD23
2 gD31
2 gD12
 et
gs =

gS11
gS22
gS33
gS23
gS31
gS12
 ,
la forme matricielle associe´e a` la loi (2.7), exprime´e dans le repe`re du grain {gR}, peut
se mettre sous la forme :
(2.9) gd =
ψ
2

β
2γ + 1
4γ − 1 −2β
γ − 1
4γ − 1
−2β γ − 1
4γ − 1 β
2γ + 1
4γ − 1
3β
4γ − 1
2
2
2β

gs.
Notons que cette loi de comportement ne s’e´crit pas de fac¸on unique (sous forme ma-
tricielle) puisque trS = 0 et que chaque gSii peut donc s’exprimer en fonction des deux
autres. Nous avons fait le choix d’une matrice syme´trique qui rend compte de l’ortho-
tropie de re´volution du mate´riau.
La loi (2.7) conduit a` une forme matricielle identique a` celle propose´e par Meyssonnier
et Philip (1996).
De meˆme, nous pouvons de´finir le potentiel de dissipation φS associe´ a` la loi (2.7)
comme e´tant la forme quadratique engendre´e a` partir des invariants tr(M3S), tr(M3S
2)
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et tr(S2). Par de´finition :
(2.10) D =
∂φS
∂σ
=
∂φS
∂S
− 1
3
tr (
∂φS
∂S
)I =
(
∂φS
∂S
)D
.
En utilisant les relations :
(2.11)
∂ tr (M3S)
∂S
= M3,
∂ tr (M3S
2)
∂S
= M3S + SM3,
∂ tr (S2)
∂S
= 2S,
le potentiel de dissipation du cristal de glace est obtenu par inte´gration comme :
(2.12) φS =
ψ
2
(
β
2
tr (S2) + (β
γ + 2
4γ − 1 − 1) tr (M3S)
2 + (1− β) tr (M3S2)
)
.
Lorsque le potentiel (2.12) est e´crit sous la forme irre´ductible (A.6) donne´e en An-
nexe A, la ve´rification de la condition φS > 0 entraˆıne que β et γ satisfassent les
ine´galite´s :
(2.13)
∣∣∣∣∣∣
β ≥ 0
γ >
1
4
.
Pour le cristal de glace, il est beaucoup plus facile de de´former le grain par cisaillement
paralle`lement au plan de base que dans le plan (Duval et al., 1983), ce qui implique
que β doit eˆtre infe´rieur a` 1. Les essais expe´rimentaux (Duval et al., 1983) tendent
a` montrer qu’il est plus facile de de´former le cristal en compression selon une direction
comprise dans le plan de base que paralle`lement a` l’axe−c. Ceci correspond a` des valeurs
de γ supe´rieures a` 1. Ne´anmoins, l’anisotropie de cisaillement (caracte´rise´e par β) est
beaucoup plus marque´e que celle en traction-compression (caracte´rise´e par γ) et dans la
pratique, β sera proche de 0 tandis que γ sera proche de 1.
Si β = 1 et γ = 1 le comportement du grain est identique a celui d’un mate´riau
isotrope et nous retrouvons la forme classique du potentiel pour un corps newtonien :
ΦS = ψτ
2/2, avec 2τ2 = tr (S2).
Si β = 0 le grain ne se de´forme que par glissement dans les plans de base. Le com-
portement du grain n’est alors fonction que de la fluidite´ en cisaillement ψ paralle´lement
au plan de base. La plupart des mode`les utilisent cette forme simplifie´e pour de´crire le
comportement du monocristal de glace (Van der Giessen et Van Houtte, 1992; Lliboutry,
1993; Van der Veen et Whillans, 1994). Nous montrerons que la loi (2.7) conduit a` un
comportement de polycristal plus re´aliste, meˆme pour des valeurs tre`s faibles de β.
2.2.2 Comportement non-line´aire
Lorsque le comportement du grain n’est plus suppose´ line´aire (n 6= 1), le nombre de
parame`tres rhe´ologiques ne´cessaires augmente. Par exemple, si n = 3, le potentiel visco-
plastique du mate´riau orthotrope de re´volution incompressible de´pend de sept parame`tres
inde´pendants (Boehler, 1978). La de´termination de ces sept coefficients a` partir d’essais
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expe´rimentaux est difficilement envisageable. Nous adopterons donc la forme simplifie´e
suivante pour le potentiel φS , de´rive´e du cas line´aire (2.12) :
(2.14)
φ(n)s =
ψn
n+ 1
(
β
2
tr (S2) + (β
γ + 2
4γ − 1 − 1) tr (M3S)
2 + (1− β) tr (M3S2)
)(n+1)/2
.
La forme de potentiel adopte´e (2.14) implique que, quelle que soit la valeur de l’exposant
n, les rapports d’anisotropie du cristal, caracte´rise´s par β et γ, sont identiques. La forme
matricielle associe´e au potentiel (2.14) est de´finie a` partir de l’expression (2.9) en posant :
(2.15) ψ = ψn
(
β
2
tr (S2) + (β
γ + 2
4γ − 1 − 1) tr (M3S)
2 + (1− β) tr (M3S2)
)(n−1)/2
,
ou` ψ est alors une fluidite´ apparente, fonction des contraintes.
La loi de comportement du cristal de glace adopte´e est donc donne´e dans le cas
non-line´aire par :
D =
ψn
2
(
β
2
tr (S2) + (β
γ + 2
4γ − 1 − 1) tr (M3S)
2 + (1− β) tr (M3S2)
)(n−1)/2
×(
βS + 2(β
γ + 2
4γ − 1 − 1) tr (M3S)M
D
3 + (1− β)(M3S + SM3)D
)
,
(2.16)
et peut se mettre sous la forme condense´e :
(2.17) D = α1nS + α2nM
D
3 + α3n(SM3 +M3S)
D,
ou` les αin sont uniquement fonction des parame`tres rhe´ologiques du grain ψn, β, γ et
des trois invariants tr(M3S), tr(M3S
2) et tr(S2).
2.3 Comparaison avec le mode`le a` trois plans de glissement
Castelnau (1996) utilise un mode`le de grain tenant compte du glissement dans les plans
basal, prismatique et pyramidal, de´finis sur la Figure 2.2. Nous de´montrons ici que,
lorsque le grain est line´aire, ce mode`le de comportement est rigoureusement identique a`
celui que nous avons adopte´.
D’apre`s Castelnau (1996), dans le cas line´aire, la vitesse de cisaillement γ˙s sur le
syste`me de glissement s est proportionnelle a` la contrainte de cisaillement τ s :
(2.18) γ˙s =
τ s
τ s0
,
ou` τ s0 est la contrainte de re´fe´rence microscopique du syste`me de glissement s. La
contrainte de cisaillement τ s est donne´e par :
(2.19) τ s = rs : S,
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Fig. 2.2 : De´finition des plans (a) basal, (b) prismatique et (c) pyramidal utilise´s par
Castelnau (1996).
ou` le tenseur de Schmid rs est de´fini a` partir des vecteurs unitaires normal au plan de
glissement (ns) et paralle`le au vecteur de Burgers (bs) comme :
(2.20) rs =
1
2
(ns ⊗ bs + bs ⊗ ns).
La vitesse de de´formation est de´finie comme e´tant la somme des de´formations sur
tous les syste`mes de glissement du monocristal, soit :
(2.21) D =
s∑
i=1
ri
ri : S
τ i0
.
En conside´rant les douze syste`mes de glissement adopte´s par Castelnau (1996) (trois
dans le plan basal, trois pour la famille des plans prismatiques et six pour la famille des
plans pyramidaux), la loi de comportement du monocristal (2.21) peut se mettre sous
une forme matricielle similaire a` (2.9) :
(2.22)
gd = 3

1
8τb
+
7χ1
4τc
− 1
8τb
+
5χ1
4τc
− 1
8τb
+
5χ1
4τc
1
8τb
+
7χ1
4τc
3χ1
τc
1
2τa
+
χ2
τc
1
2τa
+
χ2
τc
1
2τb
+
χ1
τc

gs,
ou` τa, τb et τc sont les contraintes de re´fe´rence des familles basale, prismatique et pyra-
midale, respectivement. Les constantes χ1 et χ2 sont de´finies en fonction des dimensions
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Fig. 2.3 : Evolution des rapports τb/τa (courbe) et τc/τa (courbe et +) en fonction de
β et pour diffe´rentes valeurs de γ : γ = 0.6875 (trait plein), γ = 1 (tirets) et γ = 3.5
(pointille´s). Lorsque γ = 0.6875 les courbes sont confondues car τb = τc.
caracte´ristiques du re´seau cristallographique de la glace par :
(2.23)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ1 =
(
ac
a2 + c2
)2
χ2 = χ1
(
a
c
− c
a
)2 ,
avec c/a = 1.629 pour le cristal de glace.
Par identification des coefficients des formes matricielles (2.22) et (2.9), nous obtenons
les relations :
(2.24)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
τa
=
ψ
3
(
2− χ2
χ1
β
4γ − 1
)
1
τb
= β
ψ
3
8γ − 3
4γ − 1
1
τc
=
ψ
6χ1
β
4γ − 1
.
Sur la Figure 2.3 est trace´e l’e´volution de τb/τa et τc/τa en fonction de β pour
γ = 0.6875, γ = 1 et γ = 3.5. Lorsque γ = 0.6875, les contraintes de re´fe´rence τb
et τc sont e´gales, et la valeur du rapport τb/τa = 70 adopte´e par Castelnau (1996) est
obtenue pour β = 0.02. L’influence de γ est essentiellement visible sur la durete´ de la
famille pyramidale (τc) : plus γ augmente, plus la durete´ de ce syste`me de glissement
est importante. La raison est que seul le glissement dans le plan pyramidal entraˆıne des
de´formations paralle`lement a` l’axe−c et que, dans notre mode`le, ces de´formations sont
proportionnelles a` γ.
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2.4 Conclusion
Nous avons formule´ la loi de comportement du cristal de glace sous une forme inva-
riante par changement de re´fe´rentiel. Nous avons fait l’hypothe`se que les comportements
line´aire et non-line´aire de´pendent des deux meˆmes parame`tres d’anisotropie β et γ et de
la fluidite´ dans le plan de base ψn.
En faisant varier β et γ nous pouvons de´crire une gamme d’anisotropie allant d’un
grain se de´formant uniquement par glissement basal (β = 0) a` un grain isotrope (β = 1
et γ = 1). Nous montrerons dans les chapitres suivants l’influence de de ces parame`tres
d’anisotropie sur la re´ponse du polycristal.
Enfin, nous avons montre´ que, dans le cas line´aire, notre mode`le de comportement
de grain est identique au mode`le plus physique de Castelnau (1996) mettant en jeu le
glissement sur les plans cristallographiques.
Chapitre 3
Evolution de la fabrique du
polycristal de glace
3.1 Introduction
Du fait de l’anisotropie viscoplastique du cristal de glace, la de´formation du grain s’ac-
compagne d’une rotation des plans de base par rapport au repe`re de re´fe´rence. Ces
rotations cre´ent des fabriques qui sont caracte´ristiques du chargement applique´ au poly-
cristal.
Nous donnons dans ce chapitre les e´quations qui permettent de de´crire la rotation de
l’axe−c d’un cristal pendant un incre´ment de temps dt et pour des conditions de char-
gement donne´es. A partir de ces e´quations, nous montrons qu’il est possible de pre´voir
la forme des fabriques obtenues pour diffe´rents cas de chargement simples. Ensuite,
nous pre´sentons des expressions analytiques de l’ODF obtenues pour diffe´rents cas de
chargement, lorsque le comportement du grain est line´aire.
3.2 Equations descriptives de l’e´volution de la fabrique
3.2.1 Hypothe`ses
Nous donnons ici les principales hypothe`ses sur lesquelles est fonde´ le mode`le d’e´volution
de la fabrique.
h0. Contraintes homoge`nes
Le mode`le a` contraintes homoge`nes, ou mode`le statique, suppose que les contraintes dans
chaque grain qui compose le polycristal sont e´gales aux contraintes macroscopiques, soit
σ = σ¯.
L’hypothe`se de contraintes homoge`nes implique que l’influence des grains voisins
n’est pas prise en compte dans le calcul de l’e´volution de l’orientation : chaque grain est
conside´re´ comme e´tant isole´ des autres grains.
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(c) (d)
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Fig. 3.1 : De´composition de la transformation du cristal de glace (2D) en e´tapes
repre´sentant (b) l’effet de gD11 dt > 0 et
gD33 dt = −gD11 dt < 0, (c) puis l’effet de
gD13 dt > 0 et (d) enfin la rotation
gW 13 dt =
gD13 dt > 0. En (a) le cristal n’est pas
de´forme´.
h1. De´formation du grain
Le comportement du grain, suppose´ orthotrope de re´volution, est donne´ par son potentiel
viscoplastique (2.12). Nous faisons l’hypothe`se que les plans de base restent paralle`les
entre eux au cours de la de´formation. Ceci implique que la composante des vitesses
selon ge3 est seulement fonction de
gx3 et que, par conse´quent, le tenseur du gradient
des vitesses exprime´e dans le repe`re du grain {gR}, de´fini par gLij = gui,j , a la forme
suivante :
gL =
gu1,1 gu1,2 gu1,3gu2,1 gu2,2 gu2,3
0 0 gu3,3
 .
La de´composition de gL en sa partie syme´trique gD et sa partie antisyme´trique gW
conduit aux e´galite´s suivantes :
(3.1)
∣∣∣∣ gD13 = gW 13gD23 = gW 23 .
Le grain se de´forme comme un paquet de cartes dont les cartes auraient la possibilite´
de se dilater de fac¸on uniforme. Cette hypothe`se permet de continuer a` repe´rer un grain
par son seul axe−c. La Figure 3.1 repre´sente en 2D la de´composition de la transformation
du grain dans le plan (ge1,
ge3).
h2. Pas de recristallisation
Tous les grains qui composent le polycristal occupent le meˆme volume et le nombre total
de grains ne change pas durant l’e´volution de la fabrique. Cette hypothe`se implique que
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les phe´nome`nes de recristallisation (grossissement des grains, nucle´ation de nouveaux
grains, . . . ) ne sont pas pris en compte par notre mode`le.
h3. Rotation par rapport a` {R}
Nous supposerons que pour chaque grain les vitesses de rotation par rapport au repe`re
de re´fe´rence {R} sont e´gales aux vitesses de rotation macroscopiques par rapport a` {R},
soit W = W¯ . Cette hypothe`se est ne´cessaire puisque le mode`le a` contraintes homoge`nes
n’introduit pas de formule d’interaction entre les grains, notamment pour les rotations.
3.2.2 Rotation de l’axe−c d’un grain
Un grain est repe´re´ par l’orientation de son axe−c. Les composantes du vecteur unitaire
dirige´ selon l’axe−c du cristal, soit gc = (0, 0, 1) dans le repe`re lie´ au grain {gR}, sont
donne´es dans le repe`re re´fe´rence {R} par :
(3.2) c = R gc
ou` R est la matrice de rotation (2.1).
La nouvelle orientation du grain par rapport au repe`re {gR}, sous l’effet du gradient
des vitesses gL pendant l’incre´ment de temps dt, s’exprime comme :
(3.3) dgc = gL gc dt.
La diffe´rentielle de (3.2) par rapport au temps donne le changement d’orientation du
grain par rapport au re´fe´rentiel de re´fe´rence {R} pendant dt, soit :
(3.4) dc = dR gc +R dgc = (R˙ +R gL)gcdt.
D’autre part, pendant un incre´ment de temps dt, c se transforme en c+ dc sous l’action
du gradient des vitesses L par rapport a` {R}, tel que :
(3.5) dc = L cdt = LRgc dt.
L’e´galite´ des relations (3.4) et (3.5) conduit au syste`me d’e´quations suivant :
(3.6) (RtR˙ + gL−RtLR)gc = 0.
Sachant que L = D +W et que gD = RtD R, le syste`me d’e´quation (3.6) se re´duit a` :
(3.7) (RtR˙ + gW −RtW R)gc = 0.
Cette e´quation exprime la composition des vitesses de rotation. En utilisant l’hypothe`se
h3 (W = W¯ ), la relation (3.7) donne la vitesse de rotation de l’axe−c par rapport au
repe`re de re´fe´rence {R}, de´termine´e par θ˙ et ϕ˙ qui apparaissent dans R˙. Ces vitesses
angulaires sont fonction de l’orientation du grain (θ, ϕ), des vitesses de de´formation dans
le plan de base du grain (en utilisant les relations (3.1)) et des vitesses de rotation
macroscopiques :
(3.8)
∣∣∣∣ θ˙ = −gD13 + W¯13 cosϕ+ W¯23 sinϕϕ˙ sin θ = −gD23 − W¯12 sin θ − (W¯13 sinϕ− W¯23 cosϕ) cos θ .
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Avec l’hypothe`se (h0) de contraintes homoge`nes dans le polycristal, les vitesses de
de´formation gD13 et
gD23 sont de´termine´es en fonction des contraintes macroscopiques
et de la loi de comportement du cristal (2.12).
Notons que les e´quations (3.7) restent valables pour les mode`les de Taylor et auto-
cohe´rent utilisant le meˆme mode`le de comportement de grain, mais ces mode`les diffe`rent
par la manie`re dont sont de´termine´es gD13 et
gD23, ainsi que les composantes de W .
La vitesse de rotation macroscopique W¯ est de´duite de la cine´matique du proble`me
a` une e´chelle supe´rieure a` celle du polycristal. Par exemple, si l’e´volution de la fabrique
est calcule´e le long d’une ligne de courant partant de la surface d’une calotte polaire, W¯
est de´termine´e a` partir du champ des vitesses dans la calotte polaire (cf. Chapitre 7).
Lorsque le comportement du grain est line´aire, l’utilisation de la loi de comportement
du grain (2.7) dans (3.8) permet, apre`s passage dans le repe`re de re´fe´rence, d’exprimer
les vitesses de rotation du grain en fonction des contraintes de´viatoires et des vitesses de
rotation macroscopiques :
θ˙ =− ψ
4
sin 2θ[S¯11(1 + cos
2 ϕ) + S¯22(1 + sin
2 ϕ) + S¯12 sin 2ϕ]
− ψ
2
cos 2θ[S¯13 cosϕ+ S¯23 sinϕ] + W¯13 cosϕ+ W¯23 sinϕ,
ϕ˙ sin θ =
ψ
4
sin θ[(S¯11 − S¯22) sin 2ϕ− 2S¯12 cos 2ϕ]
+
ψ
2
cos θ(S¯13 sinϕ− S¯23 cosϕ)
− W¯12 sin θ − (W¯13 sinϕ− W¯23 cosϕ) cos θ.
(3.9)
3.2.3 Equation locale de la conservation du nombre de grains
Nous allons traduire de fac¸on locale (i.e. a` l’e´chelle du mouvement de chaque grain)
l’e´quation de la conservation du nombre total de grains (1.8). Nous conside´rons la fonc-
tion de distribution des orientations f(θ, ϕ,x, t), ou` x = (x1, x2, x3) repre´sente la position
d’un point de l’espace dans le repe`re de re´fe´rence {R}, et t le temps. Nous distingons
l’espace des coordonne´es spatiales de´crit par x, et l’espace des orientations cristallo-
graphiques de´crit par θ et ϕ. En chaque point x est attache´e une repre´sentation de la
fabrique dans l’espace des orientations cristallographiques. Tous les grains qui composent
le polycristal situe´ au point x sont eux aussi exactement au point x et ils sont donc sans
dimension dans l’espace des coordonne´es spatiales.
La variation, pendant un incre´ment de temps dt, du nombre de grains contenus dans
l’intervalle surfacique de la sphe`re unite´ de l’espace des orientations (θ, θ+dθ ; ϕ,ϕ+dϕ),
et dans le volume dV = dx1 dx2 dx3 au point x, soit
∂f sin θ
∂t
dθ dϕ dx1 dx2 dx3 dt
est e´gale a` la somme du flux des grains ayant l’orientation (θ, ϕ) qui arrivent (ou partent)
en x, entraˆıne´s par l’e´coulement macroscopique, et du flux des grains situe´s en x entrant
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(ou sortant) dans de l’intervalle des orientations (θ, θ + dθ ; ϕ,ϕ+ dϕ), soit
−(∂u¯if sin θ
∂xi
+
∂θ˙f sin θ
∂θ
+
∂ϕ˙f sin θ
∂ϕ
) dθ dϕ dx1 dx2 dx3 dt,
ou` les u¯i sont les composantes du vecteur vitesse macroscopique au point x. La glace
e´tant incompressible (D¯ii = 0), l’e´quation locale de la conservation du nombre de grains
s’e´crit :
(3.10)
∂f sin θ
∂t
+
∂f sin θ
∂xi
u¯i +
∂θ˙f sin θ
∂θ
+
∂ϕ˙f sin θ
∂ϕ
= 0.
3.3 Pre´diction des fabriques
Pour des conditions de chargement fixe´es, les vitesses de rotation d’un grain donne´es
par (3.9) de´pendent seulement de son orientation. L’e´tude du signe et des variations
de θ˙(θ, ϕ) et ϕ˙(θ, ϕ) permet de pre´dire l’orientation finale des grains en fonction des
conditions aux limites applique´es. En effet, une position d’e´quilibre (θ0, ϕ0) est stable,
et correspondra donc a` un point d’accumulation des axes−c, si :
(3.11)
∣∣∣∣ θ˙(θ0, ϕ0) = 0ϕ˙(θ0, ϕ0) = 0 ,
et, d’apre`s les calculs pre´sente´s en Annexe B, si
(3.12)

∂θ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
< 0
ou
∂ϕ˙
∂ϕ
∣∣∣∣
0
< 0
, et 4
∂θ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
∂ϕ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
>
(
∂θ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
+
∂ϕ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
)2
,
ou
(3.13)
∂ϕ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
= 0 , et
∂θ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
+
∂ϕ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
= 0 , et
∂θ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
< 0,
ou
(3.14)
∂θ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
= 0 , et
∂θ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
+
∂ϕ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
= 0 , et
∂ϕ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
< 0.
Nous pre´sentons ici l’e´tude de la pre´diction des fabriques pour trois cas de charge-
ment : une compression et une traction selon l’axe e1 et un cisaillement pur S¯13 > 0.
L’e´tude des fabriques de cisaillement simple, qui ne´cessite la connaissance de la loi de
comportement du polycristal, sera traite´e au Chapitre 5 et dans les Annexes D et E.
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3.3.1 Compression et traction
Pour une compression-traction dans la direction e1, de´finie par σ22 = σ33 et σ11 = σ22+σ¯
(soit S¯11 = 2σ¯/3, S¯22 = S¯33 = −σ¯/3, S¯23 = S¯31 = S¯12 = 0 et W¯ = 0), les e´quations
(3.9) se re´duisent a` :
(3.15)
∣∣∣∣∣∣∣∣
θ˙ = −ψσ¯
4
sin 2θ cos2 ϕ
ϕ˙ =
ψσ¯
4
sin 2ϕ
.
Les positions possibles de concentration des orientations ve´rifiant θ˙ = 0 et ϕ˙ = 0
sont :
(3.16) ϕ = ±π/2 ∀θ, et
{
θ = mπ/2 m = 0, 1
ϕ = nπ/2 n = 0, 1, 2, 3
,
Pour une compression (σ¯ < 0), les positions stables des orientations sont en (θ = π/2, ϕ = 0)
et (θ = π/2, ϕ = π/2), soit en fait une seule direction (e1). Pour une traction (σ¯ > 0), la
zone de stabilite´ correspond au cercle de´fini par ϕ = ±π/2.
Nous retrouvons bien une fabrique concentre´e selon l’axe de la compression et une
fabrique en forme de couronne dans le plan perpendiculaire a` l’axe de la traction. Sur
les Figures 3.2b et 3.2c, la trajectoire de l’orientation d’un grain est repre´sente´e par des
croix espace´es suivant un intervalle de temps constant. L’orientation initiale du grain est
marque´e par un carre´. Nous pouvons remarquer que l’axe−c du grain tourne avec une
vitesse de´croissante vers la zone d’e´quilibre stable marque´e en gris.
3.3.2 Cisaillement pur
Dans le cas d’un chargement en cisaillement pur (seul S¯13 6= 0 et W¯ = 0), les e´quations
(3.9) se re´duisent a` : ∣∣∣∣∣∣∣∣
θ˙ = −ψS¯13
2
cos 2θ cosϕ
ϕ˙ sin θ =
ψS¯13
2
cos θ sinϕ
.
Les quatre points ou` θ˙ et ϕ˙ s’annulent sont (θ = π/2, ϕ = ±π/2), (θ = π/4, ϕ = 0) et
(θ = π/4, ϕ = π). Dans le cas ou` S¯13 > 0 le seul point d’e´quilibre stable est (θ = π/4, ϕ = π).
Sur la Figure 3.2d est repre´sente´e la trajectoire de l’orientation d’un grain. Lorsque θ
devient supe´rieur a` π/2, l’orientation du grain est de´crite par −ge3, ce qui explique la
re´apparition de l’orientation du grain en (θ = π/2, π − ϕ).
3.4 Solutions analytiques pour l’ODF
Dans cette partie, nous nous inte´ressons a` l’e´volution de la fabrique d’un e´le´ment de
volume le long de sa trajectoire. Ceci revient a` e´tudier l’e´volution de la fabrique d’un
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Fig. 3.2 : (a) Espace des orientations en projection de Schmidt sur le plan (e1, e2) et
de´finition de θ et ϕ. Zones ou` (◦) θ˙ = 0, (⊚) ϕ˙ = 0 , (•) θ˙ = 0 et ϕ˙ = 0 pour
(b) une compression uniaxiale selon e1, (c) une traction uniaxiale selon e1 et (d) un
cisaillement pur (S¯13 > 0). Les fle`ches pointille´es repre´sentent le sens de la rotation
selon ϕ et les fle`ches en traits mixtes celui selon θ. La trajectoire de l’orientation d’un
grain est repre´sente´e par les croix pour les trois cas de chargement : son orientation
initiale est marque´e par un carre´ et l’intervalle de temps est constant entre deux croix
successives. Les zones grise´es repre´sentent les lieux d’e´quilibre stable ou` les orientations
des grains vont s’accumuler.
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polycristal isole´1en fonction du temps. Dans ces conditions, l’e´quation locale de la conser-
vation du nombre de grains (3.10) se re´duit a` :
(3.17)
∂f sin θ
∂t
+
∂θ˙f sin θ
∂θ
+
∂ϕ˙f sin θ
∂ϕ
= 0.
Van der Giessen et Van Houtte (1992), puis Svendsen et Hutter (1996) ont pro-
pose´ des solutions analytiques pour l’ODF lorsque le polycristal est compose´ de cristaux
2D dont les axes−c sont contenus dans un meˆme plan. En faisant l’hypothe`se de vi-
tesses de de´formation homoge`nes et en supposant le comportement du grain line´aire,
Van der Giessen et Van Houtte (1992) obtiennent une formulation ge´ne´rale pour un e´tat
de de´formation plan. Nous avons e´tendu ces re´sultats au cas du polycristal 3D, mais en
faisant l’hypothe`se de contraintes homoge`nes. Toutefois, comme nous le montrons plus
loin dans ce chapitre, l’extension de nos re´sultats au mode`le a` vitesses de de´formation
homoge`nes (Taylor) est imme´diate puisque les e´quations initiales sont les meˆmes.
3.4.1 Hypothe`ses supple´mentaires
Nous donnons ici les hypothe`ses supple´mentaires qui permettent d’inte´grer analytique-
ment l’e´quation diffe´rentielle (3.17).
h4. Le comportement du grain est line´aire et θ˙ et ϕ˙ sont donc donne´s par les e´quations
(3.9).
h5. Les vitesses de rotation macroscopiques sont nulles, soit W¯13 = W¯23 = W¯12 = 0.
h6. La fabrique est isotrope a` t = 0, soit f(θ, ϕ, 0) = 1.
h7. Les directions des contraintes principales restent fixes au cours de la de´formation et
le tenseur des contraintes de´viatoires a la forme suivante :
S¯ =
S¯11 S¯12 0S¯12 S¯22 0
0 0 S¯33

=
S¯1 + S¯2
2
1 0 00 1 0
0 0 −2
+ S¯1 − S¯2
2
cos 2λ sin 2λ 0sin 2λ − cos 2λ 0
0 0 0
 .
(3.18)
ou` S¯1 et S¯2 sont les contraintes de´viatoires principales et λ l’angle entre le repe`re de
re´fe´rence {R} et le repe`re des contraintes principales restant constant au cours du temps,
de´fini par :
(3.19)
∣∣∣∣∣∣ sin 2λ = 2
S¯12
S¯λ
, cos 2λ =
S¯11 − S¯22
S¯λ
avec S¯2λ = (S¯11 − S¯22)2 + 4S¯212 = (S¯1 − S¯2)2
.
Notons que ce type de chargement ne repose ni sur l’hypothe`se de contrainte plane,
ni sur l’hypothe`se de de´formation plane, il suppose seulement que le champ de vitesses
reste syme´trique par rapport au plan (e1,e2).
1Par exemple, un e´chantillon de glace polycristalline sous presse au laboratoire.
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3.4.2 Expression de l’ODF dans le cas d’un chargement plan
Les hypothe`ses h4, h5 et h7 entraˆınent que les e´quations (3.9) se re´duisent a` :
(3.20)
∣∣∣∣∣∣∣∣
θ˙ = −ψ
8
sin 2θ[3(S¯11 + S¯22) + (S¯11 − S¯22) cos 2ϕ+ 2S¯12 sin 2ϕ]
ϕ˙ =
ψ
4
[(S¯11 − S¯22) sin 2ϕ− 2S¯12 cos 2ϕ]
.
En utilisant (3.19), les e´quations (3.20) se mettent sous la forme :
(3.21)
∣∣∣∣∣∣∣∣
θ˙ = −ψ
8
sin 2θ[3(S¯11 + S¯22) + S¯λ cos 2(ϕ− λ)]
ϕ˙ =
ψ
4
S¯λ sin 2(ϕ− λ)
.
Ayant suppose´ que les directions principales de S¯ restent fixes au cours du temps
(h7, i.e. λ est constant au cours du temps) et que la fabrique est isotrope a` t = 0 (h6),
nous pouvons re´soudre l’e´quation diffe´rentielle (3.17) avec les expressions (3.21) pour θ˙
et ϕ˙.
Nous obtenons les expressions de θ et ϕ en fonction du temps et des valeurs initiales
θ0 = θ(0) et ϕ0 = ϕ(0), a` t = 0, par inte´gration du syste`me d’e´quations (3.21).
La deuxie`me e´quation de (3.21) s’inte`gre facilement en notant que :
(3.22)
1
2
d
dx
[ln(tan(x))] =
1
sin 2x
.
De meˆme, apre`s avoir reporte´ la solution obtenue pour la deuxie`me e´quation de (3.21)
dans la premie`re, celle-ci s’inte`gre a` l’aide de (3.22). Finalement la solution de (3.21) se
met sous la forme :
(3.23)
∣∣∣∣∣∣∣∣
tan(ϕ− λ) = tan(ϕ0 − λ) eAλ
tan θ = tan θ0
(
1 + tan2(ϕ0 − λ) e2Aλ
1 + tan2(ϕ0 − λ)
)1/2
e
−
3(A1 +A2) +Aλ
2
.
ou` les parame`tres A1, A2 et Aλ donne´s par :
(3.24) A1 =
1
2
∫ t
0
ψS¯11 dt, A2 =
1
2
∫ t
0
ψS¯22 dt et Aλ =
1
2
∫ t
0
ψS¯λ dt,
sont homoge`nes a` des de´formations et inte`grent l’histoire des contraintes entre 0 et t.
L’e´quation diffe´rentielle (3.17) peut se mettre sous la forme :
(3.25)
d f sin θ
d t
= −f sin θ(∂θ˙
∂θ
+
∂ϕ˙
∂ϕ
),
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avec, d’apre`s (3.21),
(3.26)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂θ˙
∂θ
= 2θ˙ cot 2θ =
d
d t
[ln(sin 2θ)]
∂ϕ˙
∂ϕ
= 2ϕ˙ cot 2(ϕ− λ) = d
d t
[ln(sin 2(ϕ− λ))]
.
L’inte´gration de (3.25), en tenant compte des relations (3.26) et de la condition initiale
f(θ0, ϕ0, 0) = 1 (h6), conduit a` l’expression de l’ODF suivante :
f(θ, ϕ, t) sin θ =
sin θ0 sin 2θ0 sin 2(ϕ0 − λ)
sin 2θ sin 2(ϕ− λ) .
En remplac¸ant θ0 et ϕ0 dans l’e´quation pre´ce´dente par leurs expressions en fonction de
θ, ϕ et t tire´es de (3.23), nous obtenons :
f(θ, ϕ, t) =
e3(A1+A2)(
cos2 θ + sin2 θ
(
cos2(ϕ− λ) + e−2Aλ sin2(ϕ− λ)) e3(A1+A2)+Aλ)3/2(3.27)
L’ODF (3.27) n’est fonction que de l’histoire des contraintes de 0 a` t et de la fluidite´
ψ dans le plan de base du monocristal. La Figure (3.3) donne une repre´sentation en
projection de Schmidt des fabriques obtenues, a` diffe´rentes dates t, pour des conditions
de contraintes constantes S¯11 = S¯22 = S¯12.
L’ODF (3.27) ve´rifie les relations de syme´trie suivantes :
(3.28) f(θ, ϕ, t) = f(θ, π + ϕ, t) = f(θ, π + 2λ− ϕ, t) = f(θ, 2λ− ϕ, t).
Ces relations de´montrent l’existence des deux plans de syme´trie (oe1,e3) et (
oe2, e3), ou`
les vecteurs de la base {oR} sont tels que oe3 = e3 et λ est l’angle entre e1 et oe1. L’ODF
donne´e par (3.27) de´crit donc un mate´riau dont la fabrique est orthotrope et dont le
troisie`me plan de syme´trie2est le plan (e1, e2).
L’hypothe`se h7 (λ constant) entraˆıne que le repe`re d’orthotropie reste confondu avec
celui des contraintes principales au cours du chargement, et que, par conse´quent, les
syme´tries du mate´riau sont conserve´es, ce qui permet de conserver la meˆme forme de
fonction pour de´crire l’e´volution de la fabrique.
Il ne semble pas possible d’obtenir une forme plus ge´ne´rale pouvant de´crire une fa-
brique avec un seul plan de syme´trie par exemple. De meˆme, lorsque le comportement du
grain n’est pas line´aire, l’inte´gration de (3.17) n’aboutit pas, car les relations reliant θ et
ϕ a` θ0 et ϕ0 ne s’inversent plus, meˆme pour des conditions de chargement plus simples.
2L’existence de deux plans de syme´trie implique celle d’un troisie`me plan perpendiculaire aux deux
premiers.
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Fig. 3.3 : Repre´sentation en projection de Schmidt des fabriques obtenues avec
l’ODF analytique pour un e´tat de contrainte S¯11 = S¯22 = S¯12 = −0.01MPa constant et
ψ = 0.1MPa−1a−1 a` diffe´rentes dates (a) t = 0 a, (b) t = 100 a, (c) t = 200 a et (d)
t = 400 a. Du plus fonce´ au plus clair sont repre´sente´s 10 intervalles re´guliers entre la
valeur maximum de f(θ, ϕ) sin θ et 0. Cette valeur maximum est diffe´rente a` chaque date
t.
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Nous avons ve´rifie´ que, pour une fabrique initiale isotrope, la vitesse de formation
des fabriques, et la fac¸on dont les axes−c sont distribue´s relativement a` la direction de
compression-traction, sont inde´pendantes de la direction de compression-traction.
Selon Lliboutry (1993), la valeur de ψ de´pend de la fabrique du polycristal parce que
la densite´ des dislocations mobiles est controˆle´e par la migration des joints de grains,
celle-ci e´tant d’autant plus aise´e que le nombre de sites en co¨ıncidence augmente. Ce
dernier e´tant fonction croissante de la concentration de la fabrique, la valeur de ψ devrait
augmenter lorsque la fabrique se concentre. Les expressions (3.24) montrent que la
valeur de ψ peut e´voluer en fonction de la fabrique sans que la forme (3.27) pour l’ODF
soit modifie´e. Lorsque la formation des fabriques re´sulte uniquement de la de´formation
des grains (i.e. W¯ = 0), si la vitesse de de´formation des grains augmente (i.e. ψ
augmente) quand la fabrique se concentre, alors la formation de la fabrique est acce´le´re´e.
A l’e´chelle d’un e´coulement, l’influence d’une augmentation de ψ est beaucoup plus
difficile a` appre´hender, puisque la formation de la fabrique est gouverne´e a` la fois par la
vitesse de de´formation des grains et la vitesse de rotation macroscopique. Etant donne´
que l’hypothe`se de contraintes homoge`nes surestime de´ja` les vitesses de rotation des
grains, nous supposerons dans la suite que ψ ne de´pend pas de la fabrique et reste donc
constant au cours de la de´formation.
3.4.3 Compression-traction selon e3
Dans le cas particulier ou` S¯11 = S¯22 = −S¯33/2 et S¯12 = 0, et par conse´quent A1 = A2,
Aλ = 0 et λ = 0, l’ODF (3.27) se met alors sous la forme simplifie´e :
(3.29) f(θ, t) =
e−A3
(cos2 θ + sin2 θ e−A3)3/2
,
ou`
(3.30) A3 = −3(A1 +A2) =
3
2
∫ t
0
ψS¯33 dt.
La syme´trie du chargement (S¯11 = S¯22) conduit a` une ODF uniquement fonction de θ
et donc a` une fabrique orthotrope de re´volution autour de l’axe de compression-traction.
Sur la Figure 3.4 sont repre´sente´es les variations de l’ODF analytique (3.29) en
fonction de θ en compression et en traction pour diffe´rentes valeurs de l’histoire des
contraintes A3. Les figures de poˆles correspondantes sont trace´es sur la Figure 3.5.
En traction, les axes−c s’orientent de fac¸on homoge`ne selon ϕ en θ = π/2. En
compression, tous les axes−c s’alignent selon l’axe de compression e3. Puisque le nombre
relatif de grains ayant l’orientation (θ, ϕ) est f(θ, ϕ) sin θ, en θ = 0 le nombre relatif de
grains est nul. Ceci explique que pour une compression le centre des diagrammes (θ = 0)
soit blanc et non pas noir. Pour appre´cier la concentration des fabriques de compression
il faut uniquement observer le rayon du disque le plus sombre : plus ce rayon est petit
plus la fabrique est concentre´e.
L’expression (3.27) conduit aux meˆmes formes de fabriques de´ja` obtenues par des
simulations nume´riques (Van der Veen et Whillans, 1994; Castelnau et al., 1996b).
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Fig. 3.4 : ODF analytique fonction de θ pour diffe´rentes valeurs du parame`tre de l’histoire
des contraintes A3 : (a) en traction uniaxiale, (b) en compression uniaxiale.
Notons que d’un point de vue qualitatif, ces re´sultats ont de´ja` e´te´ donne´s au para-
graphe 3.3, uniquement a` partir des expressions (3.9) donnant les vitesses de rotation
des grains.
3.4.4 Cisaillement pur
Pour un cisaillement pur, il vient S¯λ = 2S¯12, A1 = A2 = 0 et λ = π/4. L’expression
(3.27) de l’ODF se met alors sous la forme simplifie´e :
(3.31) f(θ, ϕ, t) =
1(
cos2 θ + sin2 θ
(
cos2(ϕ− π/4) eA12 +sin2(ϕ− π/4) e−A12))3/2 ,
ou`
(3.32) A12 =
∫ t
0
ψS¯12 dt.
Si S¯12 > 0, les axes−c s’orientent en (θ = π/2, ϕ = 3π/4), soit a` 45o de la normale a`
la direction de cisaillement. Sur la Figure 3.6 sont repre´sente´es les figures de poˆles cor-
respondant a` l’ODF analytique (3.31) pour diffe´rentes valeurs du parame`tre de l’histoire
des contraintes A12.
Un e´tat de contrainte de cisaillement pur est e´quivalent a` la superposition d’une
compression et d’une traction dans le repe`re des contraintes principales. Les figures de
poˆles obtenues montrent que les fabriques de cisaillement pur sont proches des fabriques
de compression, puisque tout les grains s’orientent selon la direction de compression
maximum (ici a` 3π/4 de e1). Ne´anmoins, les fabriques de cisaillement pur ne pre´sentent
pas la syme´trie de re´volution des fabriques de compression, et leur concentration, pour
une meˆme valeur de l’histoire des contraintes, est plus faible.
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Fig. 3.5 : Repre´sentation en projection de Schmidt des fabriques obtenues avec l’ODF
analytique pour diffe´rentes valeurs du parame`tre de l’histoire des contraintes, en traction
uniaxiale (a) A3 = 1.0, (b) A3 = 2.0, (c) A3 = 3.0 et en compression uniaxiale (d) A3 =
−1.0, (e) A3 = −2.0, (f) A3 = −3.0. Du plus fonce´ au plus clair sont repre´sente´s 10
intervalles re´guliers entre la valeur maximum de f(θ, ϕ) sin θ et 0. Cette valeur maximum
est diffe´rente pour chaque valeur du parame`tre de l’histoire des contraintes A3.
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Fig. 3.6 : Repre´sentation en projection de Schmidt des fabriques obtenues avec l’ODF
analytique en cisaillement pur pour diffe´rentes valeurs du parame`tre de l’histoire des
contraintes (a) A12 = 0.5, (b) A12 = 1.0, (c) A12 = 1.5 et (d) A12 = 2.0. Du plus
fonce´ au plus clair sont repre´sente´s 10 intervalles re´guliers entre la valeur maximum de
f(θ, ϕ) sin θ et 0. Cette valeur maximum est diffe´rente pour chaque valeur du parame`tre
de l’histoire des contraintes A12.
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3.4.5 Adaptation au mode`le de Taylor
Il est possible de transposer les re´sultats pre´ce´dents pour le mode`le de Taylor en remar-
quant que les e´quations (3.8) restent valables pour ce mode`le. En effet, la seule hypothe`se
faite pour passer de l’e´quation (3.7) (e´quation ge´ne´rale a` tous les mode`les) a` (3.8) est
W = W¯ , et cette hypothe`se est compatible avec le mode`le de Taylor.
Par conse´quent, en notant que le changement de base effectue´ sur gS¯13 et
gS¯23 pour
passer de (3.8) a` (3.9) est formellement le meˆme que celui que nous ferions pour gD13 =
gD¯13 et
gD23 =
gD¯23 avec le mode`le de Taylor, les e´quations (3.9) restent valables pour
le mode`le de Taylor en remplac¸ant ψS¯ij/2 par D¯ij .
De meˆme, en appliquant l’hypothe`se h7 au tenseur des vitesses de de´formations, et
non plus au tenseur des contraintes3 nous obtenons pour l’ODF l’expression analytique
(3.27) ou` les ψS¯ij/2 sont remplace´s par D¯ij dans les parame`tres A1, A2 et Aλ.
Par exemple, pour une compression-traction D¯33, l’ODF (3.29) obtenue avec le mode`le
a` contraintes homoge`nes se re´e´crit dans le cas du mode`le de Taylor sous la forme suivante
:
(3.33) f(θ, t) =
e−3
R t
0
D¯33 dt
(cos2 θ + sin2 θ e−3
R t
0
D¯33 dt)3/2
.
Notons enfin que, contrairement au cas du mode`le a` contraintes homoge`nes, il existe
une solution analytique de l’ODF en cisaillement simple pour le mode`le de Taylor. Cette
solution est donne´e en Annexe E.
3.5 ODF parame´tre´e
3.5.1 Fabrique orthotrope
Lorsque le mate´riau est line´aire et que l’histoire des contraintes est telle que les syme´tries
d’orthotropie du mate´riau sont conserve´es, nous disposons de la forme analytique (3.27)
pour de´crire la fabrique de fac¸on directe.
Malheureusement, l’histoire des contraintes subies par un polycristal de glace, au
cours de son de´placement dans la calotte polaire, a tre`s peu de chances de ve´rifier l’hy-
pothe`se h7, et par ailleurs les vitesses de rotation macroscopiques ne sont suˆrement
pas nulles. Au cours de son de´placement dans la calotte polaire, le polycristal est
d’abord comprime´ verticalement dans une zone proche de la surface, puis progressi-
vement la contrainte de cisaillement augmente. Par conse´quent, la position du repe`re
des contraintes principales par rapport au repe`re de re´fe´rence n’est pas fixe (λ varie au
cours du temps).
Ne´anmoins, nous pouvons faire l’hypothe`se4que les fabriques forme´es au sein des
calottes polaires peuvent eˆtre approche´es par des fabriques orthotropes. Pour cette
raison, a` partir de la forme analytique (3.27), nous proposons l’ODF parame´tre´e suivante :
3λ e´tant alors l’angle qui de´fini la position du repe`re principal des vitesses de de´formations par rapport
au repe`re principal.
4Hypothe`se que nous ve´rifierons au Chapitre 7.
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Fig. 3.7 : De´finition de ϕo donnant la position du repe`re d’orthotropie de la fabrique
{oR} par rapport au repe`re de re´fe´rence {R}.
f(θ, ϕ, k1, k2, k3, ϕ
o) =
1[
sin2 θ
(
k21 cos
2(ϕ− ϕo) + k22 sin2(ϕ− ϕo)
)
+ k23 cos
2 θ
]3/2 .(3.34)
En remplac¸ant f(θ, ϕ) dans l’e´quation de la conservation du nombre total de grains
(1.8) par son expression parame´tre´e (3.34), nous obtenons, apre`s inte´gration selon θ puis
ϕ, la relation suivante entre les trois parame`tres ki :
(3.35) k1k2k3 = 1
Si nous imposons aux parame`tres ki de ve´rifier (3.35), alors l’e´quation de la conser-
vation du nombre de grain (1.8) est implicitement ve´rifie´e et l’ODF parame´tre´e (3.34) ne
de´pend plus que de trois parame`tres inde´pendants : deux parame`tres ki qui caracte´risent
la concentration de la fabrique et un parame`tre d’orientation ϕo. L’ODF (3.34) permet
de de´crire une fabrique orthotrope, dont le repe`re d’orthotropie {oR} est tourne´ de ϕo
par rapport au repe`re de re´fe´rence autour de e3 =
oe3 comme de´fini sur la Figure 3.7.
Lorsque k1 = k2 = k3 = 1 la fabrique est isotrope.
Il serait possible en ajoutant un deuxie`me parame`tre d’orientation d’introduire un
de´phasage selon θ. Comme nous allons e´tudier uniquement des e´coulements plans, nous
ne tiendrons pas compte de ce de´phasage.
Nous pre´sentons a` la fin de ce chapitre deux me´thodes nume´riques pour calculer
l’e´volution des parame`tres ki et ϕ
o (i.e. de la fabrique) au cours du chargement.
3.5.2 Forme des fabriques en fonction de la valeur des parame`tres
Lorsque les hypothe`ses h4 a` h7 sont ve´rifie´es (cf. §3.4.1), la comparaison des ODF
analytique (3.27) et parame´tre´e (3.34) conduit aux relations suivantes :
(3.36)
∣∣∣∣∣∣∣∣
k1 = e
(A1+A2+Aλ)/2
k2 = e
(A1+A2−Aλ)/2
k3 = e
−(A1+A2)
ϕo = λ
,
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ou` A1, A2 et Aλ sont les parame`tres de l’histoire des contraintes de´finis par les relations
(3.24) et λ de´finit la position du repe`re des contraintes principales par rapport au repe`re
de re´fe´rence {R} (cf. les relations (3.19)).
Dans le cas ge´ne´ral, en remplac¸ant le syste`me de coordonne´es sphe´riques (θ, ϕ) par
le syste`me de coordonne´es carte´siennes (oxi) lie´es au repe`re d’orthotropie {oR}, soit
(3.37)
∣∣∣∣∣∣
ox1 = sin θ cos(ϕ− ϕo)
ox2 = sin θ sin(ϕ− ϕo)
ox3 = cos θ
,
l’ODF parame´tre´e (3.34) se re´e´crit sous la forme :
(3.38) f(oxi, ki) =
1(
k21
ox21 + k
2
2
ox22 + k
2
3
ox23
)3/2 ,
Les diffe´rentes formes de fabriques obtenues en fonction de la valeur des parame`tres k1,
k2 et k3 apparaissent alors clairement.
Si k1 = k2 (respectivement k1 = k3 et k2 = k3), la fabrique est orthotrope de
re´volution par rapport a` l’axe e3 =
oe3 (respectivement
oe2 et
oe1).
Le maximum de l’ODF parame´tre´e (3.38) est toujours obtenu a` la limite du domaine
de de´finition des oxi (la demi-sphe`re de´finie par
ox21 +
ox22 +
ox23 = 1 et
ox3 > 0), soit en
oxm = ±1 si km est le parame`tre le plus petit, et ce maximum vaut k−3m . Lorsque les
deux parame`tres km et kn (m 6= n) sont e´gaux et infe´rieurs au troisie`me kl (l 6= m 6= n),
l’ODF est maximum sur le cercle de´fini par ox2m +
ox2n = 1 et
oxl = 0 .
Par conse´quent, nous pouvons distinguer six cas limites de fabriques orthotropes :
k1 ≪ 1 < k2, k3 Un maximum selon oe1,
k2 ≪ 1 < k1, k3 Un maximum selon oe2,
k3 ≪ 1 < k1, k2 Un maximum selon oe3,
k1 = k2 ≪ 1 < k3 Couronne dans le plan (oe1, oe2),
k1 = k3 ≪ 1 < k2 Couronne dans le plan (oe1, oe3),
k2 = k3 ≪ 1 < k1 Couronne dans le plan (oe2, oe3).
3.5.3 Comparaison avec l’ODF parame´tre´e de Lliboutry (1993)
Lliboutry (1993) propose le parame´trage suivant de l’ODF, dans le cas particulier ou` la
fabrique pre´sente une syme´trie de re´volution autour de l’axe e3 :
(3.39) f(θ) = ν cosν−1 θ , avec ν = − ln 2
ln(cos θ1/2)
, θ1/2 ∈ [0, π/2].
La fabrique est alors mode´lise´e par un seul parame`tre θ1/2 qui repre´sente l’angle pour
lequel la moitie´ des grains est comprise dans l’intervalle [0, θ1/2], soit tel que :
(3.40)
∫ θ1/2
0
f(θ) sin θ dθ =
1
2
.
La valeur de θ1/2 caracte´rise la forme de la fabrique. Si θ1/2 < 60
o la fabrique correspond
a` une fabrique de compression selon l’axe e3 et de traction si θ1/2 > 60
o.
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Fig. 3.8 : Comparaison de l’ODF propose´e par Lliboutry (1993) (tirets) et de l’ODF
parame´tre´e (3.34) (trait plein), pour θ1/2 = 30
o.
L’approche propose´e par Lliboutry (1993) ne permet pas de pre´dire l’e´volution de la
fabrique pour un chargement donne´, mais seulement de mode´liser la fabrique a` partir
de l’observation d’un e´chantillon. En pratique, la valeur de θ1/2 correspondant a` une
fabrique donne´e est de´termine´e d’apre`s l’observation de lames minces en lumie`re polarise´e
(Thorsteinsson et al., 1997). Mangeney (1996) a montre´ que cette approximation a` un
seul parame`tre, dans le cas des fabriques orthotropes de re´volution de GRIP (Groenland),
donne une bonne repre´sentation de la fabrique re´elle du polycristal.
En reportant l’ODF parame´tre´e (3.34) ou` k1 = k2 (orthotropie de re´volution autour
de l’axe e3) dans (3.40), et en tenant compte de (3.35), nous obtenons, apre`s inte´gration,
les relations liant les parame`tres ki a` θ1/2 comme :
(3.41)
∣∣∣∣∣∣∣ k3 =
(
tan2 θ1/2
3
)1/3
k1 = k2 = k
−1/2
3
.
L’ODF propose´e par Lliboutry (1993) a une limite infinie en θ = π/2 lorsque ν ≤ 1,
soit pour θ1/2 > 60
o, et ne semble donc pas adapte´e pour de´crire les fabriques de traction.
La Figure 3.8 compare la forme des deux ODF pour une meˆme valeur de θ1/2 = 30
o (com-
pression). Les distributions des orientations sont diffe´rentes, en particulier l’ODF pro-
pose´e par Lliboutry (1993) donne une fabrique moins concentre´e que l’ODF parame´tre´e
(3.34) de´rive´e du calcul analytique.
52 Chapitre 3. Evolution de la fabrique du polycristal de glace
3.6 Me´thodes nume´riques applique´es au calcul de l’e´volution
de la fabrique
Dans cette partie, nous pre´sentons les me´thodes nume´riques mises en œuvre pour re´soudre
l’e´quation de la conservation du nombre de grains (3.17) pendant un petit incre´ment de
temps dt et pour des vitesses de rotation des grains de´crites par les e´quations (3.8). Nous
supposons encore que le polycristal de glace est isole´ et que l’e´volution de la fabrique
est uniquement fonction des contraintes applique´es et des vitesses de rotation macrosco-
piques impose´es depuis le de´but du chargement. Nous pre´sentons ici quatre me´thodes
de re´solution de l’e´quation (3.17) :
- la premie`re me´thode consiste a` de´crire la fabrique en supposant le polycristal constitue´
de Ng grains discrets,
- la deuxie`me me´thode traite les e´quations en discre´tisant l’ODF sur un nombre fini de
petits e´le´ments surfaciques de la sphe`re des orientations,
- les deux dernie`res me´thodes consistent a` re´soudre les e´quations en utilisant l’ODF
parame´tre´e sous la forme (3.34).
Pour les quatre me´thodes, le calcul de la nouvelle fabrique a` t+ dt est fait de fac¸on
implicite par une me´thode ite´rative, pour tenir compte des changements de proprie´te´s
du mate´riau dus a` l’e´volution de sa fabrique pendant dt. Nous ne pre´sentons ici que les
particularite´s propres a` chacune des quatre me´thodes, en ne traitant que le calcul direct
de l’e´volution pendant un incre´ment de temps dt. Pour les quatre me´thodes, l’incre´ment
de temps dt est controˆle´ de fac¸on que la rotation maximum des grains reste infe´rieure
a` 1◦.
3.6.1 Grains discrets
Lorsque la fabrique est de´crite par un nombre fini de grains Ng, constant au cours de la
de´formation, l’e´quation de la conservation du nombre de grains (3.17) est implicitement
ve´rifie´e. Un grain est de´fini par son orientation (θ, ϕ) a` l’instant t. Pendant un petit
incre´ment de temps dt, l’e´volution de son orientation est :
(3.42)
∣∣∣∣ θ(t+ dt) = θ(t) + θ˙(t) dtϕ(t+ dt) = ϕ(t) + ϕ˙(t) dt ,
ou` θ˙(t) et ϕ˙(t) sont de´finies par (3.8) en fonction de la valeur des contraintes a` l’instant
t.
C’est la me´thode classique utilise´e lorsque la fabrique est de´crite par un nombre fini
de grains (Van der Veen et Whillans, 1994; Castelnau, 1996)
3.6.2 ODF discre´tise´e
L’ODF discre´tise´e est de´finie par ses valeurs aux centres de petits e´le´ments surfaciques
de la demi-sphe`re des orientations. Dans la pratique, la demi-sphe`re est divise´e en 4N2d
intervalles surfaciques, ou ”boˆıtes”, de cote´s ∆θ = ∆ϕ = ∆ = π/(2Nd). Pendant un
incre´ment de temps dt, l’e´quation de la conservation du nombre de grains (3.17) est
re´solue nume´riquement, en e´crivant que la variation du nombre relatif de grains dans
chaque boˆıte est e´gale a` la diffe´rence des nombres de grains entrants et de grains sortants.
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Dans la pratique, si Nd = 90 le nombre d’e´le´ments surfaciques est 32 400. Cette
me´thode ne pre´sente donc aucun avantage pour la diminution du nombre d’inconnues
de´finissant la fabrique. Nous l’utiliserons cependant au Chapitre 7 lors de la comparai-
son des diffe´rentes me´thodes et pour valider les calculs effectue´s avec l’ODF parame´tre´e,
lorsque les conditions de chargement ne conservent pas l’orthotropie de la fabrique.
3.6.3 ODF parame´tre´e
Si la fabrique est de´crite a` l’aide de l’ODF parame´tre´e (3.34), alors elle est force´ment
orthotrope. Lorsque l’histoire des contraintes applique´es au polycristal ve´rifie les hy-
pothe`ses h4 a` h7 (cf. §3.4.1), les parame`tres de l’ODF sont directement de´termine´s
par les e´galite´s (3.36). Lorsque l’histoire des contraintes ne ve´rifie pas ces hypothe`ses,
la fabrique cre´e´e n’est, a priori, pas orthotrope. L’ODF parame´tre´e est alors ajuste´e au
mieux pour de´crire la nouvelle fabrique, la conse´quence e´tant que plus la fabrique re´elle
est e´loigne´e d’une fabrique orthotrope, plus la description donne´e par l’ODF parame´tre´e
est mauvaise. Cette me´thode n’est donc bien adapte´e que si les fabriques restent proches
d’une fabrique orthotrope. Nous montrerons au Chapitre 7 que cette condition est bien
respecte´e pour les fabriques cre´e´es par l’e´coulement d’une calotte polaire.
Notons que, contrairement aux deux premie`res me´thodes, les deux me´thodes d’e´volution
de l’ODF parame´tre´e que nous pre´sentons ici s’appliquent uniquement au cas particulier
des e´coulements dont le champ de vitesses est syme´trique par rapport au plan (e1, e2)
5.
En adoptant les meˆmes notations que pour le passage de (3.20) a` (3.21), les e´quations
(3.9) donnant les vitesses de rotation des grains θ˙ et ϕ˙ se re´duisent alors a` :
(3.43)
∣∣∣∣∣∣∣∣
θ˙ = −ψ
8
sin 2θ[3(S¯11 + S¯22) + S¯λ cos 2(ϕ− λ)]
ϕ˙ =
ψ
4
S¯λ sin 2(ϕ− λ)− W¯12
,
ou` S¯λ est de´fini par (3.19) et λ de´finit l’angle entre le repe`re des contraintes principales
par rapport au repe`re de re´fe´rence {R} a` l’instant t.
Pour de´terminer la variation des parame`tres ki et ϕ
o pendant un incre´ment de temps
dt, nous proposons deux me´thodes :
3.6.3.1 Me´thode des moindres carre´s
L’e´quation de la conservation du nombre total de grains (3.17) est re´solue par la me´thode
des moindres carre´s. Nous cherchons quelles sont les valeurs des incre´ments des pa-
rame`tres dki et dϕ
o qui ve´rifient au mieux l’e´quation (3.17). En posant
∂f sin θ
∂t
=
∂f sin θ
∂ki
k˙i +
∂f sin θ
∂ϕo
ϕ˙o,
avec
(3.44)
∣∣∣∣ ki(t+ dt) = ki(t) + k˙i dtϕo(t+ dt) = ϕo(t) + ϕ˙o dt ,
5Sinon, il faudrait prendre en compte un cinquie`me parame`tre θo pour repe´rer comple´tement le repe`re
d’orthotropie du mate´riau par rapport a` {R}.
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et
(3.45) J(θ, ϕ, kj , ϕ
o) =
∂f sin θ
∂kj
k˙j +
∂f sin θ
∂ϕo
ϕ˙o +
∂θ˙f sin θ
∂θ
+
∂ϕ˙f sin θ
∂ϕ
,
l’e´quation (3.17) devient :
(3.46) J(θ, ϕ, kj , ϕ
o) = 0.
Avec ces notations, les parame`tres a` l’instant t+dt sont de´termine´s par la re´solution
du syste`me aux moindres carre´s 3× 3 suivant :
(3.47)

∂
∂k˙i
∫ 2pi
0
∫ pi/2
0 J(θ, ϕ, kj , ϕ
o)2 sin θ dθ dϕ = 0 , i = 1, 2
∂
∂ϕ˙o
∫ 2pi
0
∫ pi/2
0 J(θ, ϕ, kj , ϕ
o)2 sin θ dθ dϕ = 0
,
ou` k3 est remplace´ par (k1k2)
−1 d’apre`s (3.35), et les vitesses de rotation des grains θ˙
et ϕ˙ sont donne´es par (3.43) en fonction des contraintes applique´es et des vitesses de
rotation macroscopiques.
Les inte´grales selon θ du syste`me (3.47) sont calcule´es analytiquement (nous ne les
de´veloppons pas ici) et par conse´quent seule l’inte´gration selon ϕ est nume´rique. En
poussant les calculs analytiques au maximum, nous diminuons de fac¸on conse´quente le
temps ne´cessaire au remplissage de la matrice 3× 3 des moindres carre´s. Ne´anmoins
cette me´thode conduit a` inte´grer nume´riquement des fonctions a` pic lorsque la fabrique
se concentre (i.e. lorsqu’un des parame`tres ki est petit devant les autres). Ces difficulte´s
nume´riques sont tre`s couˆteuses en temps de calcul, et pour cette raison nous proposons
une deuxie`me me´thode plus directe.
3.6.3.2 Me´thode directe
La me´thode directe se´pare le calcul des parame`tres de concentration ki et du parame`tre
d’orientation ϕo de la fabrique. Les ki sont de´termine´s en supposant que la rotation du
repe`re des contraintes principales n’a pas d’incidence sur le calcul de la concentration de
la fabrique, i.e. sur la valeur des ki. Ensuite, la variation du parame`tre ϕ
o est de´termine´
comme la moyenne des vitesses de rotation ϕ˙ de tous les grains pendant dt.
La variation des parame`tres ki pendant dt est obtenue par de´rivation des relations
(3.36), soit :
(3.48)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dk1 =
1
2
k1(dA1 + dA2 + dAλ)
dk2 =
1
2
k2(dA1 + dA2 − dAλ)
dk3 = −k3(dA1 + dA2)
.
En calculant les incre´ments des parame`tres de l’histoire des contraintes a` partir de la
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de´finition des Ai donne´e par (3.24), il vient :
(3.49)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dk1 =
ψ
4
(S¯11 + S¯22 + S¯λ)k1 dt
dk2 =
ψ
4
(S¯11 + S¯22 − S¯λ)k2 dt
dk3 = −ψ
2
(S¯11 + S¯22)k3 dt
,
ou` les S¯ij sont les contraintes de´viatoires applique´es a` l’instant t, et S¯λ est de´finie par
(3.19).
Ensuite, les vitesses de rotation macroscopiques n’e´tant pas nulles et le repe`re d’or-
thotropie ne co¨ıncidant pas avec le repe`re des contraintes principales (i.e. ϕo et λ ne
sont pas e´gaux), l’e´volution du parame`tre d’orientation ϕo est de´termine´ comme e´tant
la moyenne des rotations ϕ˙ de tous les grains pendant dt, soit :
(3.50) dϕo =< ϕ˙ > dt,
ou` <> est de´finie par (1.10) et ϕ˙ est donne´e par (3.43). En introduisant ϕo dans la
deuxie`me relation de (3.43), et en e´crivant ϕ− λ = (ϕ− ϕo) + (ϕo − λ), il vient :
dϕo = −W¯12 +
ψ
4
S¯λ [− sin 2(λ− ϕo) < cos 2(ϕ− ϕo) > +
cos 2(λ− ϕo) < sin 2(ϕ− ϕo) >] .
(3.51)
En notant que < sin 2(ϕ− ϕo) > = 0 il vient :
(3.52) dϕo = −
[
W¯12 +
ψ
4
S¯λ sin 2(λ− ϕo)(1− 2Jϕo)
]
dt,
ou` Jϕo est de´finie par
(3.53) Jϕo =
2
π
∫ pi/2
0
∫ pi/2
0
f(θ, ϕ+ ϕo) sin θ sin2 ϕdθ dϕ.
L’inte´grale Jϕo s’inte´gre analytiquement selon θ pour donner :
(3.54) Jϕo =
2
πk3
∫ pi/2
0
sin2 ϕ
k21 cos
2 ϕ+ k22 sin
2 ϕ
dϕ.
Cette me´thode directe pre´sente l’e´norme avantage d’eˆtre simple nume´riquement puis-
qu’elle ne ne´cessite le calcul que d’une seule inte´grale. Elle est donc extreˆmement plus
rapide que la me´thode des moindres carre´s (cf. la comparaison des deux me´thodes au
paragraphe 7.3.1).
Au Chapitre 7, nous comparerons les re´sultats des deux me´thodes base´es sur l’ODF
parame´tre´e a` ceux obtenus avec la me´thode de re´fe´rence utilisant les grains discrets.
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3.7 Conclusion
Toutes les e´quations ne´cessaires au calcul de l’e´volution de la fabrique ont e´te´ pose´es.
Nous avons montre´ qu’il e´tait possible de pre´dire les fabriques obtenues pour des cas de
chargement simples, sans connaˆıtre la loi de comportement du polycristal anisotrope. Le
cas du cisaillement simple sera traite´ dans le Chapitre 5, apre`s avoir donne´ la loi de
comportement du polycristal de glace anisotrope ne´cessaire a` son traitement (Chapitre
4).
Enfin nous avons pre´sente´ des solutions analytiques pour l’ODF dans le cas d’un
polycristal 3D line´aire. La possession de re´sultats analytiques est toujours inte´ressante
lorsque il s’agit de tester, puis de valider, des me´thodes nume´riques. Mais surtout, a`
partir de ces re´sultats analytiques, nous pouvons proposer une forme d’ODF parame´tre´e,
de´pendante de seulement trois parame`tres et qui permet de de´crire de fac¸on concise
une fabrique orthotrope. Nous verrons au Chapitre 7 que les fabriques cre´e´es par
l’e´coulement d’une calotte polaire peuvent eˆtre mode´lise´es par l’ODF parame´tre´e, car
elles restent tre`s proches de fabriques orthotropes.
Chapitre 4
Mode`le de comportement du
polycristal de glace anisotrope
4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons e´tablir la loi de comportement du polycristal de glace
anisotrope a` partir de l’hypothe`se d’une re´partition uniforme des contraintes dans tous
les cristaux qui composent le polycristal. Nous nous plac¸ons en un point fixe x de
l’espace et nous cherchons le comportement instantane´ du polycristal de glace pour
une fabrique donne´e. Les contraintes et les vitesses de de´formation sont de´finies sur
la configuration actuelle du mate´riau, i.e. sur le mate´riau de´forme´. Nous formulons
donc la loi viscoplastique reliant le tenseur des vitesses de de´formation D¯ au tenseur des
contraintes de Cauchy σ¯.
Comme nous l’avons montre´ au Chapitre 1, il existe des mode`les plus sophistique´s
(par exemple le mode`le auto-cohe´rent de Castelnau (1996)), mais l’objectif final e´tant
d’incorporer une loi micro-macro anisotrope pour la glace dans un mode`le d’e´coulement
de calotte polaire, le mode`le a` contraintes homoge`nes nous a semble´ mieux adapte´.
Lorsque nous aurons re´solu les proble`mes lie´s aux calculs d’un e´coulement de calotte
polaire dont la glace est anisotrope, il sera alors possible d’envisager d’imple´menter un
mode`le de comportement de glace plus sophistique´ (donc beaucoup plus couˆteux en temps
de calcul).
Dans un premier temps, nous pre´sentons les principales hypothe`ses du mode`le a`
contraintes homoge`nes, ainsi que sa formulation ge´ne´rale. Ensuite, les calculs d’ho-
moge´ne´isation de Lliboutry (1993) pour un mate´riau orthotrope de re´volution sont
e´tendus au cas orthotrope. Ces re´sultats sont compare´s aux formulations les plus ge´ne´rales
des lois de comportement des mate´riaux viscoplastiques orthotropes.
4.2 Le mode`le a` contraintes homoge`nes
4.2.1 Hypothe`ses
Les hypothe`ses du mode`le de comportement du polycristal de glace anisotrope sont les
meˆmes que les trois premie`res hypothe`ses h0, h1, h2 du mode`le d’e´volution de la fabrique
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pre´sente´ au Chapitre 3 (cf. §3.2.1). Par contre, les conse´quences de ces hypothe`ses ne
sont pas les meˆmes, comme nous allons le voir.
h0. Contraintes homoge`nes
La re´partition des contraintes dans tous les grains du polycristal est homoge`ne, soit
σ = σ¯. L’hypothe`se de contraintes homoge`nes a e´te´ discute´e par Lliboutry (1993) : l’e´quation
de l’e´quilibre est implicitement ve´rifie´e, par contre la continuite´ du champ des de´formations
n’est pas assure´e. Au sein des calottes polaires, les valeurs des contraintes de´viatoires
sont tre`s faibles et ne varient pas brutalement, ce qui permet de supposer une re´partition
relativement homoge`ne des contraintes dans tous les grains. Par ailleurs, la migration
des joints de grains joue aussi un roˆle dans l’accommodation des discontinuite´s intergra-
nulaires de la contrainte.
h1. De´formation du grain
Le grain est suppose´ orthotrope de re´volution et son comportement est donne´ par la
loi (2.16). La syme´trie de re´volution du grain permet de repe´rer celui-ci uniquement a`
partir de son axe−c et ainsi d’utiliser une fonction scalaire de distribution des orientations
des axes−c pour de´crire la fabrique du polycristal. L’inte´reˆt principal d’une description
mathe´matique de la fabrique par une ODF re´side dans les calculs analytiques qui peuvent
eˆtre de´veloppe´s.
h2. Pas de recristallisation
Tous les grains qui composent le polycristal occupent le meˆme volume et le nombre
total de grains ne change pas durant l’e´volution de la fabrique. Cette hypothe`se n’est
pas restrictive pour le mode`le de comportement puisque la taille et la forme des grains
n’ont pas d’influence dans le mode`le a` contraintes homoge`nes1. Par ailleurs, la fraction
volumique des grains et le nombre relatif de grains sont identiques puisque tous les grains
ont le meˆme volume.
4.2.2 Vitesses de de´formation macroscopiques
Seules les contraintes de´viatoires entraˆınent une de´formation du grain, et dans la suite,
nous travaillerons uniquement avec les contraintes de´viatoires, suppose´es connues et uni-
formes dans tout le polycristal (S = S¯ d’apre`s l’hypothe`se h0).
Les vitesses de de´formation macroscopiques du polycristal sont de´finies comme la
moyenne des vitesses de de´formation de chaque grain :
(4.1) D¯ =< D > .
L’hypothe`se de contrainte homoge`ne h0 et la connaissance de la loi de comportement
du grain (2.17) permettent d’exprimer les vitesses de de´formation macroscopiques en
1Ce n’est pas vrai pour le mode`le auto-cohe´rent puisque ce mode`le tient compte de l’interaction entre
le grain et le milieu homoge`ne e´quivalent.
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fonction des contraintes macroscopiques applique´es. Nous avons :
D¯ =< α1nS¯ + α2nM
D
3 + α3n(S¯M3 +M3S¯)
D >(4.2)
La connaissance de la fabrique et des parame`tres rhe´ologiques du grain ψn, β et γ,
de´termine entie`rement le comportement du polycristal.
Dans l’hypothe`se d’une re´partition homoge`ne des contraintes, une autre formulation
fonde´e sur la de´finition d’un potentiel de dissipation macroscopique par homoge´ne´isation
des potentiels microscopiques, conduit exactement aux meˆmes re´sultats. Soit φ¯S le po-
tentiel de dissipation macroscopique de´fini par (n¯+ 1)φ¯S = D¯ : T¯ = D¯ : S¯, et tel que :
D¯ =
∂φ¯s
∂σ¯
=
(
∂φ¯s
∂S¯
)D
.
L’hypothe`se de contraintes homoge`nes conduit de fac¸on imme´diate aux e´galite´s :
(4.3) (n¯+ 1)φ¯S = D¯ : S¯ =< D >: S¯ =< D : S >= (n+ 1) < φS >
ou` φS est le potentiel de dissipation microscopique (2.14). Nous utiliserons cette me´thode
pour l’homoge´ne´isation du polycristal orthotrope lorsque n = 3.
Ces formules montrent que l’exposant de la loi puissance du polycristal est identique
a` celui de la loi du grain (n¯ = n).
4.3 Homoge´ne´isation du polycristal de glace orthotrope
Nous pre´sentons dans ce paragraphe l’extension des re´sultats de Lliboutry (1993), pour
un polycristal orthotrope de re´volution et un grain se de´formant uniquement par glis-
sement basal, au cas d’un polycristal de glace orthotrope et pour un comportement de
grain orthotrope de re´volution. Les lois de comportement orthotrope de re´volution et
isotrope sont ensuite de´duites de la loi du polycristal de glace orthotrope. La comparai-
son du re´sultat obtenu dans le cas isotrope avec la loi de Glen (1.3) fournit une relation
entre les parame`tres rhe´ologiques du grain et le parame`tre de la loi de Glen Bn.
La fabrique est de´crite par une ODF ve´rifiant des syme´tries particulie`res. Pour des
raisons de pre´sentation, les cas line´aire et non-line´aire (n = 3) sont traite´s se´pare´ment
et la plupart des re´sultats pour le cas n = 3 se trouvent dans l’Annexe C.
Pour la glace, l’anisotropie macroscopique est une anisotropie de fabrique et non
pas une anisotropie de structure comme pour le bois par exemple. Ce sont donc les
orientations des axes−c des cristaux qui ve´rifient les syme´tries. Nous conside´rons un
polycristal de glace dont la re´partition des orientations des grains respecte trois plans
de syme´trie orthogonaux les uns par rapport aux autres, construits sur la base ortho-
norme´e du repe`re d’orthotropie {oR}. Puisque la pre´sence de deux plans de syme´trie
orthogonaux entraˆıne force´ment l’existence d’un troisie`me plan de syme´trie orthogonal
aux deux premiers, l’ODF de´crivant la fabrique d’un polycristal orthotrope doit ve´rifier
les conditions suivantes, dans le repe`re d’orthotropie :
(4.4) f(θ, ϕ) = f(θ,−ϕ) = f(θ, π + ϕ) = f(θ, π − ϕ).
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Les relations (4.4) entraˆınent les simplifications suivantes lors de l’inte´gration selon ϕ :
1
2π
∫ 2pi
0
f(θ, ϕ) sinmϕ cosnϕ dϕ ={
0 si n ou m impair
2
pi
∫ pi/2
0 f(θ, ϕ) sin
mϕ(1− sin2ϕ)n/2 dϕ sinon .
(4.5)
Nous aurions pu proposer la relation (4.4) comme conse´quence des relations de syme´tries
ve´rifie´es par l’ODF analytique (3.27) obtenue au Chapitre 3. En effet, lors du calcul
de (3.27), nous avons suppose´ que l’histoire des contraintes conservait les syme´tries d’or-
thotropie du mate´riau, puis nous avons observe´ que l’ODF de´duite de ces hypothe`ses
ve´rifiait les relations (3.28) analogues aux relations (4.4).
4.3.1 Comportement line´aire
4.3.1.1 Polycristal orthotrope
Lorsque n = 1, en tenant compte des simplifications donne´es par (4.5), la loi macrosco-
pique est obtenue par l’homoge´ne´isation (4.2) sous la forme :
(4.6) D¯ =
3∑
r=1
(
α¯r I¯rM¯
D
r + α¯r+3(S¯ M¯ r + M¯ rS¯)
D
)
,
ou`
(4.7) M¯ r =
oer ⊗ oer et I¯r = tr (M¯ rS¯),
et ()D de´signe la partie de´viatoire du tenseur ().
Les six fluidite´s α¯r sont uniquement fonction des parame`tres rhe´ologiques du grain
et de cinq inte´grales de l’ODF selon θ et ϕ :
(4.8)

α¯1
α¯2
α¯3
α¯4
α¯5
α¯6
 =
ψ
2
×

0 −3χ2 6χ2 4 −11 4
0 3χ2 −6χ2 −3 3 4
χ2 −5χ2 0 4 3 −3
β/2 −1+χ1(5−2γ) 3(1−3χ1) −1 3 −1
β/2 −χ2 −3(1−3χ1) 1 −1 −1
1−β/2 3(χ1(2γ+1)−1) 0 −1 −1 1


1
J30
J32
χ2J50
χ2J52
χ2J54
 ,
ou` χ1 = β/(4γ − 1) et χ2 = 2(χ1(γ + 2)− 1).
Les 5 inte´grales Jpq sont de´finies par :
(4.9) Jpq =
2
π
∫ pi
2
0
∫ pi
2
0
f(θ, ϕ) sinpθ sinqϕdθ dϕ,
ou` les facteurs sinpθ sinqϕ proviennent de l’e´criture des tenseurs de structure M3 des
grains dans le repe`re d’orthotropie du polycristal.
Pour une ODF donne´e, la de´termination comple`te du comportement du mate´riau
ne´cessite le calcul des cinq inte´grales Jpq.
4.3. Homoge´ne´isation du polycristal de glace orthotrope 61
La loi de comportement macroscopique (4.6) de´pend des six parame`tres inde´pendants
α¯i. Ceci est en accord avec les re´sultats de Boehler (1978) : dans le cas le plus ge´ne´ral,
la loi de comportement du mate´riau incompressible line´aire orthotrope de´pend de six
parame`tres.
L’e´criture de la loi (4.6) n’est pas unique puisque les invariants et les tenseurs de
structure du cas orthotrope, de´finis par (4.7), ve´rifient les relations :
(4.10)
3∑
r=1
I¯r = 0,
3∑
r=1
M¯
D
r = 0.
En utilisant les relations :
(4.11)
∂I¯r
∂S¯
=
∂ trM¯ rS¯
∂S¯
= M¯ r et
∂ trM¯ rS¯
2
∂S¯
= M¯ rS¯ + S¯M¯ r,
le potentiel de dissipation macroscopique associe´ a` la loi (4.6) est obtenu comme :
(4.12) φ¯
(1)
S =
1
2
α¯r I¯
2
r + α¯r+3 trM¯ rS¯
2
.
La loi (4.6) peut aussi se mettre sous la forme matricielle classique suivante, en
utilisant la notation de Voigt :
(4.13)

D¯11
D¯22
D¯33
2 D¯23
2 D¯31
2 D¯12

=

A¯ F¯ E¯
F¯ B¯ D¯
E¯ D¯ C¯
G¯
H¯
J¯


S¯11
S¯22
S¯33
S¯23
S¯31
S¯12

,
ou`, d’apre`s Boehler (1975), les neuf parame`tres A¯, . . . , J¯ sont de´finis en fonction des
parame`tres α¯r par :
(4.14)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A¯ = (α¯1 − α¯3 + 2α¯4 + 4α¯6)/3
B¯ = (α¯2 − α¯3 + 2α¯5 + 4α¯6)/3
C¯ = 2α¯6
D¯ = −(α¯2 + 2(α¯3 + α¯5 − α¯6))/3
E¯ = −(α¯1 + 2(α¯3 + α¯4 − α¯6))/3
F¯ = −(α¯1 + α¯2 + α¯3 + 2(α¯4 + α¯5 − 2α¯6))/3
G¯ = 2(α¯5 + α¯6)
H¯ = 2(α¯4 + α¯6)
J¯ = 2(α¯4 + α¯5)
.
Les neuf parame`tres de la matrice (4.13) ve´rifient les trois conditions :
(4.15) A¯+ F¯ + E¯ = F¯ + B¯ + D¯ = E¯ + D¯ + C¯ = Constante,
ne´cessaires pour assurer l’incompressibilite´, ce qui rame`ne le nombre de parame`tres
inde´pendants a` six.
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De meˆme que pour la loi (4.6), l’e´criture sous forme matricielle n’est pas unique,
puisque l’ajout d’une constante aux six termes A¯, B¯, C¯, D¯, E¯ et F¯ ne change pas la
valeur des vitesses de de´formation pour un e´tat de contrainte donne´. La valeur de la
constante dans les relations (4.15) de´pend aussi de la fac¸on dont est e´crite la matrice
(4.13). Nous avons choisi les six termes de la matrice de telle sorte que celle-ci soit
syme´trique.
La formulation matricielle permet de mieux visualiser la forme d’anisotropie du
mate´riau pour une fabrique donne´e. Nous l’utiliserons pour illustrer l’e´volution du com-
portement macroscopique lorsque la fabrique e´volue sous l’application d’un chargement
constant.
4.3.1.2 Polycristal orthotrope de re´volution
Nous supposons maintenant que la fabrique pre´sente un axe de syme´trie. Le syste`me de
coordonne´es sphe´riques (θ, ϕ) nous conduit a` choisir l’axe oe3 comme axe de syme´trie.
Dans ce cas, l’ODF ne de´pend que de θ et la condition de syme´trie ve´rifie´e par l’ODF
s’e´crit :
(4.16) f(θ, ϕ) = f(θ).
L’orthotropie de re´volution est un cas particulier de l’orthotropie, obtenue lorsqu’un des
plans de syme´trie du mate´riau est isotrope. Les re´sultats qui suivent sont donc de´rive´s
directement du cas orthotrope.
La condition (4.16) entraˆıne les e´galite´s suivantes pour les inte´grales Jpq de´finies par
(4.9) :
(4.17) J32 =
J30
2
, J52 =
J50
2
, J54 =
3J50
8
,
ou` J30 et J50 sont uniquement fonction de θ. De ces e´galite´s, nous obtenons trois relations
liant les parame`tres α¯r du cas orthotrope :
(4.18)
∣∣∣∣ α¯1 = α¯2 = 0α¯4 = α¯5 .
Des e´galite´s (4.18) nous de´duisons que la loi de comportement macroscopique du
mate´riau orthotrope de re´volution incompressible line´aire peut se mettre sous la forme
classique suivante :
(4.19) D¯ = α¯∗1S¯ + α¯
∗
2I¯3M¯
D
3 + α¯
∗
3(S¯M¯3 + M¯3S¯)
D,
ou` les trois parame`tres α¯∗r sont de´finis en fonction des α¯r du cas orthotrope par :
(4.20)
∣∣∣∣∣∣
α¯∗1 = 2α¯4
α¯∗2 = α¯3
α¯∗3 = α¯6 − α¯4
.
Par suite, en utilisant les relations (4.8) et (4.17), il vient :
(4.21)
 α¯∗1α¯∗2
α¯∗3
 = ψ
2
 β 1−β 1/42(χ(γ+2)−1) −10(χ(γ+2)−1) 35/8
1−β (χ(16γ+5)−7)/2 −5/4
 1J30
2(χ(γ+2)−1)J50
 ,
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ou` χ = β/(4γ − 1).
En reportant les e´galite´s (4.18) dans (4.14), nous obtenons les relations suivantes,
reliant les neuf parame`tres A¯, . . . , J¯ de la forme matricielle, dans le cas de l’orthotropie
de re´volution :
(4.22)
∣∣∣∣∣∣∣∣
A¯ = B¯
D¯ = E¯
G¯ = H¯
J¯ = 2(A¯− F¯ )
,
ce qui permet la re´e´criture de l’expression matricielle (4.13) sous la forme classique :
(4.23)

D¯11
D¯22
D¯33
2 D¯23
2 D¯31
2 D¯12

=

A¯ F¯ D¯
F¯ A¯ D¯
D¯ D¯ C¯
G¯
G¯
2(A¯− F¯ )


S¯11
S¯22
S¯33
S¯23
S¯31
S¯12

.
En utilisant (4.14), (4.18) et (4.20), les parame`tres du cas orthotrope de re´volution
A¯, C¯, D¯, F¯ et G¯ sont de´finis en fonction des α¯∗i par :
(4.24)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A¯ = (3α¯∗1 − α¯∗2 + 4α¯∗3)/3
C¯ = α¯∗1 + 2α¯
∗
3
D¯ = 2(−α¯∗2 + α¯∗3)/3
F¯ = (−α¯∗2 + 4α¯∗3)/3
G¯ = 2(α¯∗1 + α¯
∗
3)
.
La condition d’incompressibilite´ (4.15) n’implique plus que deux relations inde´pendantes
dans le cas orthotrope de re´volution, ce qui rame`ne le nombre de parame`tres inde´pendants
a` trois.
Lorsque le grain se de´forme uniquement par glissement basal, (i.e. β = 0), nos
re´sultats, pre´sente´s sous forme invariante par changement de repe`re, sont identiques
a` ceux obtenus par Lliboutry (1993).
4.3.1.3 Polycristal isotrope
Lorsque la fabrique du polycristal est isotrope, par de´finition l’ODF ve´rifie la relation :
(4.25) f(θ, ϕ) = 1.
Il vient alors J30 = 2/3 et J50 = 8/15 et, par conse´quent, les trois parame`tres α¯
∗
r se
re´duisent a` :
(4.26)
∣∣∣∣∣∣∣∣
α¯∗1 =
ψ
10
8γ(β + 1) + β − 2
4γ − 1
α¯∗2 = 0
α¯∗3 = 0
.
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Par identification, nous obtenons une relation entre le parame`tre de la loi de Glen (1.3)
et les parame`tres rhe´ologiques du grain dans le cas line´aire, soit :
(4.27)
ψ
B1
= 5
4γ − 1
8γ(β + 1) + β − 2.
La valeur maximale du rapport entre la fluidite´ dans le plan de base du grain et la
fluidite´ du polycristal isotrope est obtenue lorsque β = 0, soit pour un grain se de´formant
uniquement par glissement basal. Comme Lliboutry (1993), nous obtenons une valeur
maximale de ce rapport de 5/2.
4.3.2 Comportement non-line´aire (n = 3)
Les re´sultats volumineux engendre´s par ce calcul d’homoge´ne´isation sont regroupe´s dans
l’Annexe C.
Pour simplifier la pre´sentation des re´sultats, le calcul d’homoge´ne´isation est re´alise´
sur le potentiel de dissipation. Comme nous l’avons montre´, ceci est e´quivalent au calcul
sur les vitesses de de´formation pour le mode`le a` contraintes homoge`nes.
Lorsque n = 3, le potentiel de dissipation du cristal de glace φ
(n)
S donne´ par (2.14) se
met sous la forme suivante :
(4.28) φ
(3)
S =
ψ3
4
(
α1 tr (S
2) + α2 tr (M3S)
2 + α3 tr (M3S
2)
)2
.
ou`
(4.29)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 =
β
2
α2 = β
γ + 2
4γ − 1 − 1
α3 = 1− β
Le potentiel de dissipation du polycristal de glace orthotrope est de´duit de l’ho-
moge´ne´isation (4.3) des potentiels de tous les grains lorsque l’ODF respecte les syme´tries
(4.4). En tenant compte des simplifications (4.5), l’homoge´ne´isation conduit a` une ex-
pression du potentiel de dissipation macroscopique fonction uniquement des six invariants
des contraintes de´viatoires macroscopiques :
φ¯
(3)
S =
2∑
r=1
(
a¯r tr (M¯ rS¯)
4
+ a¯r+3 tr (M¯1S¯) tr (M¯2S¯) tr (M¯ rS¯)
2
+
a¯r+8 tr (M¯1S¯
2
) tr (M¯ r+1S¯
2
) + a¯r+11 tr (M¯ rS¯) tr (S¯
3
)
)
+
3∑
r=1
(
a¯r+5 tr (M¯ rS¯
2
)
2
+ a¯11+3r tr (M¯ rS¯
2
) tr (M¯1S¯)
2
+
a¯12+3r tr (M¯ rS¯
2
) tr (M¯1S¯) tr (M¯2S¯)+
a¯13+3r tr (M¯ rS¯
2
) tr (M¯2S¯)
2
)
+
a¯3 tr (M¯1S¯)
2
tr (M¯2S¯)
2
+ a¯11 tr (M¯2S¯
2
) tr (M¯3S¯
2
).
(4.30)
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Les vingt-deux parame`tres rhe´ologiques a¯r sont de´finis a` partir des trois parame`tres
rhe´ologiques du grain et de quatorze inte´grales Jpq de´finies par (4.9). L’expression des
a¯r est donne´e en Annexe C.
D’apre`s (4.3), postuler l’existence d’un potentiel viscoplastique pour le grain comme
hypothe`se de de´part, conduit a` une loi macroscopique de´rivant aussi d’un potentiel.
Lorsque n = 3, le potentiel le plus ge´ne´ral du mate´riau orthotrope incompressible est
la forme homoge`ne a` la puissance 4 des contraintes, engendre´e par la combinaison des
produits des 6 invariants inde´pendants trM¯1S¯, trM¯2S¯, tr S¯
3
et trM¯ rS¯
2
(r = 1, 2, 3)
(Boehler, 1978), soit un total de vingt-deux termes. Le potentiel (4.30) contient bien
vingt-deux parame`tres, mais l’homoge´ne´isation conduite avec le mode`le a` contraintes
homoge`nes introduit sept relations supple´mentaires entre les a¯r. Ces sept relations per-
mettent d’exprimer les parame`tres a¯1, a¯2, a¯3, a¯4, a¯5, a¯6, a¯12 et a¯13 en fonction des quinze
autres (relations (C.2) a` (C.8) de l’Annexe C). Par conse´quent, la loi de comporte-
ment du mate´riau orthotrope non-line´aire (n = 3) de´rivant du mode`le a` contraintes
homoge`nes, de´pend de seulement quinze parame`tres inde´pendants si aucune hypothe`se,
hormis (4.4), n’est faite sur la forme de l’ODF.
4.3.2.1 Polycristal orthotrope de re´volution
Lorsque l’ODF ve´rifie la condition de syme´trie (4.16), les inte´grales Jpq, donne´es par
(4.9), ne de´pendent que de θ, et par conse´quent il vient :
(4.31)
∣∣∣∣∣∣∣∣
Jp2 =
Jp0
2
p = 3, 5, 7, 9; Jp4 =
3Jp0
8
p = 5, 7, 9;
Jp6 =
5Jp0
16
p = 7, 9; Jp8 =
35Jp0
128
p = 9
Les relations (4.31) diminuent le nombre de parame`tres a¯r inde´pendants puisqu’elles
conduisent aux quinze e´galite´s suivantes :
(4.32)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
12a¯1 = 12a¯2 = 2a¯3 = 3a¯4 = 2a¯5
2a¯6 = 2a¯7 = a¯9
a¯10 = a¯11
a¯12 = a¯13
2a¯14 = a¯15 = 2a¯16 = 2a¯17 = a¯18 = 2a¯19
2a¯20 = a¯21 = 2a¯22
.
En tenant compte des e´galite´s (4.32), le potentiel de dissipation du mate´riau orthotrope
(4.30) se simplifie sous la forme :
φ¯
(3)
S =a¯
∗
1 tr (M¯3S¯)
4
+ a¯∗2 tr (M¯3S¯)
2
tr (M¯3S¯
2
)+
a¯∗3 tr (M¯3S¯)
2
tr (S¯
2
) + a¯∗4 tr (M¯3S¯) tr (S¯
3
) + a¯∗5 tr (M¯3S¯
2
)
2
+
a¯∗6 tr (M¯3S¯
2
) tr (S¯
2
) + a¯∗7 tr (S¯
2
)
2
,
(4.33)
ou` les sept parame`tres a¯∗r sont donne´s en fonction des parame`tres a¯r par :
(4.34)
∣∣∣∣∣∣
a¯∗1 = a¯1 a¯
∗
2 = a¯20 − a¯14 a¯∗3 = a¯14,
a¯∗4 = −a¯12 a¯∗5 = a¯6 + a¯8 − a¯10
a¯∗6 = −2a¯6 + a¯10 a¯∗7 = a¯6
.
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Des sept relations inde´pendantes (C.2) a` (C.8) du cas orthotrope donne´es enAnnexe
C, seules deux sont conserve´es lors du passage au cas orthotrope de re´volution. Par
conse´quent, le potentiel de dissipation du mate´riau orthotrope de re´volution non-line´aire
de´rive´ du calcul d’homoge´ne´isation de´pend de seulement cinq parame`tres inde´pendants.
D’apre`s Boehler (1978), la loi la plus ge´ne´rale du mate´riau incompressible non-line´aire
(n = 3) orthotrope de re´volution de´pend de vingt trois parame`tres, et de sept lorsque la
loi de´rive d’un potentiel de dissipation. Le mode`le a` contraintes homoge`nes induit donc
deux relations supple´mentaires par rapport au cas ge´ne´ral.
Lorsque β = 0, ces re´sultats sont identiques a` ceux obtenus par Lliboutry (1993).
4.3.2.2 Polycristal isotrope
Pour le cas limite ou` le mate´riau est isotrope, l’ODF ve´rifie l’e´galite´ (4.25) et les quatre
inte´grales du cas orthotrope de re´volution prennent les valeurs :
(4.35) J30 =
2
3
, J50 =
8
15
, J70 =
16
35
, J90 =
128
315
.
Le potentiel de dissipation φ
(3)
S se met sous la forme classique suivante :
(4.36) φ¯
(3)
S =
ψ3
420
(210α21 + 8α
2
2 + 28α
2
3 + 56α1α2 + 140α1α3 + 24α2α3) tr (S¯
2
)
2
.
En remplac¸ant les parame`tres αr par β et γ, et en identifiant (4.36) avec le potentiel
dont de´rive la loi de Glen (1.3) lorsque n = 3, il vient :
(4.37)
ψ3
B3
=
35(4γ − 1)2
(168γ2 − 16γ + 23)β2 + (168γ2 − 16γ − 4)β + 8(4γ − 1)2 .
Le rapport maximum entre la fluidite´ dans le plan de base du grain ψ3 et le parame`tre
de la loi de Glen B3 est obtenu lorsque β = 0, comme pour le cas line´aire, et vaut
35/8 = 4.375.
Notons qu’avec le mode`le de comportement de grain utilisant les trois syste`mes de
glissement basal, prismatique et pyramidal, Castelnau (1996) trouve, pour le mode`le
a` contraintes homoge`nes, une valeur maximale pour ce rapport de 3.27 lorsque les
contraintes de re´fe´rences des plans prismatique et pyramidal sont e´gales (τb = τc). Il
semble donc que le mode`le a` contraintes homoge`nes conduise a` une valeur limite infe´rieure
a` 10 pour ce rapport, quelque soit le mode`le de comportement de grain adopte´. Avec
le mode`le auto-cohe´rent, Castelnau (1996) et Meyssonnier et Philip (1996) trouvent une
valeur de ce rapport pouvant eˆtre tre`s supe´rieure a` 10 suivant la valeur des parame`tres
rhe´ologiques du grain.
4.4 Conclusion
En imposant sur l’ODF les conditions de syme´trie d’orthotropie, nous obtenons une loi
macroscopique orthotrope qui peut s’e´crire sous forme invariante par changement de
repe`re (Boehler, 1978).
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Dans le cas line´aire, la loi de comportement de´pend de six parame`tres inde´pendants
de´termine´s a` partir du calcul de cinq inte´grales Jpq et des trois parame`tres rhe´ologiques
du grain. Dans le cas non-line´aire (n = 3), il y a quinze parame`tres inde´pendants
qui de´pendent du calcul de quatorze inte´grales Jpq et des trois parame`tres rhe´ologiques
du grain. Le calcul d’homoge´ne´isation induit sept relations supple´mentaires entre les
parame`tres de la loi par rapport a` la formulation la plus ge´ne´rale du mate´riau orthotrope
non-line´aire incompressible de´rivant d’un potentiel.
Pour le rapport entre la fluidite´ en cisaillement paralle`lement au plan de base du grain
et la fluidite´ de la glace isotrope, nous obtenons une valeur maximale de 2.5 dans le cas
line´aire et de 4.375 pour n = 3. Ces valeurs sont infe´rieures a` la valeur de 10 obtenue par
l’expe´rience et les mesures in-situ. Notons qu’il est possible d’obtenir une valeur de 10
pour ce rapport avec le mode`le auto-cohe´rent (Castelnau, 1996; Meyssonnier et Philip,
1996). Par conse´quent, l’influence de l’anisotropie sur l’e´coulement des calottes polaires
serait encore amplifie´e par l’utilisation du mode`le auto-cohe´rent.
Pour une ODF donne´e, la loi de comportement du polycristal de glace est de´termine´e
uniquement par le calcul des quatorze inte´grales (4.9). D’un point de vue nume´rique, ces
re´sultats diminuent de fac¸on significative le volume de calculs a` effectuer par comparaison
a` une programmation ou` tous les termes seraient calcule´s.
Dans le chapitre suivant, nous e´tudions l’e´volution conjugue´e de la fabrique et du
comportement du polycristal sous des sollicitations de traction, compression et cisaille-
ment simple.
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Chapitre 5
Evolution conjugue´e de la
fabrique et du comportement du
polycristal de glace
5.1 Introduction
Dans le Chapitre 4, nous avons mis en place les e´quations qui permettent de calculer
la re´ponse instantane´e du polycristal de glace soumis a` un e´tat de contrainte impose´.
Comme nous l’avons vu au Chapitre 3, la fabrique du polycristal va alors e´voluer sous
l’effet de ce chargement. La fabrique e´voluant, la re´ponse du polycristal est elle aussi
modifie´e.
Dans ce chapitre, l’e´volution conjugue´e de la fabrique et des proprie´te´s me´caniques
du polycristal est e´tudie´e pour des conditions de chargement de compression-traction et
de cisaillement simple. L’influence des parame`tres rhe´ologiques du grain sur le compor-
tement macroscopique est analyse´e.
Dans le cas d’une compression-traction, nous proposons une formulation entie`rement
analytique que nous comparons au mode`le auto-cohe´rent de Meyssonnier et Philip (1996).
Nous e´tudions l’effet d’un e´coulement en de´formation plane sur l’e´volution des proprie´te´s
du mate´riau et sur la forme des fabriques obtenues.
Pour un e´tat de de´formation de cisaillement simple, nous re´alisons des tests nume´riques
en utilisant un polycristal dont la fabrique est de´crite par un nombre fini de grains dis-
crets.
5.2 Evolution des proprie´te´s me´caniques en compression-
traction
5.2.1 Cine´matique de la de´formation
Dans la suite, nous nous inte´ressons a` un e´tat de contrainte de compression-traction dans
le repe`re de re´fe´rence {R}. Seules les composantes diagonales du tenseur des contraintes
de´viatoires sont non nulles au cours de la de´formation. Si a` l’e´tat initial le polycristal
est isotrope, alors la fabrique forme´e est orthotrope et les repe`res d’orthotropie et de
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re´fe´rence sont donc confondus. Le champ des de´placements dans le polycristal est alors :
(5.1)
∣∣∣∣∣∣
x¯1 = λ1X¯1
x¯2 = λ2X¯2
x¯3 = λ3X¯3
, λ1λ2λ3 = 1.
ou` les x¯i et X¯i sont les composantes du vecteur position dans les configurations actuelle
et initiale, respectivement.
Dans le repe`re de re´fe´rence, le tenseur gradient de transformation F¯ prend la forme
suivante :
(5.2) F¯ =
λ1 0 00 λ2 0
0 0 λ3
 .
Sachant que le gradient de vitesse L¯ est donne´ par (Rouge´e, 1997, page 61) :
(5.3) L¯ = ˙¯F F¯
−1
,
les tenseurs vitesses de de´formation et vitesses de rotation prennent les valeurs :
(5.4) D¯ =
λ˙1λ−11 0 00 λ˙2λ−12 0
0 0 λ˙3λ
−1
3
 , W¯ = 0.
Les dilatations λi a` l’instant t sont alors donne´es en fonction des vitesses de de´formation
par :
(5.5) λi = e
R t
0
D¯ii dt i = 1, 2, 3.
Dans la configuration initiale, a` t = 0, nous avons λ1 = λ2 = λ3 = 1. Au cours de
la de´formation, une valeur de λi infe´rieure (respectivement supe´rieure) a` 1 correspond
a` une diminution (respectivement augmentation) de la longueur du polycristal dans la
direction ei.
5.2.2 Compression-traction
Nous e´tudions maintenant le cas particulier d’une compression-traction telle que S¯11 =
S¯22 = −S¯33/2. Si dans la configuration initiale la fabrique est isotrope, alors sa de´formation
est de´finie par :
(5.6) λ1 = λ2 = λ
−1/2
3 .
L’expression analytique de l’ODF est donne´e par (3.29) comme une fonction du pa-
rame`tre de l’histoire des contraintes A3 de´fini par (3.30). A une date donne´e, le compor-
tement du mate´riau orthotrope de re´volution line´aire est donne´ par l’expression (4.19)
ou` les α¯∗i sont uniquement fonction des deux inte´grales J30 et J50 (relations (4.21)). En
portant l’expression (3.29) de f(θ) dans les relations (4.9) qui de´finissent J30 et J50, il
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Fig. 5.1 : Evolution des fluidite´s macroscopiques de l’expression matricielle (4.23), en
compression-traction, en fonction du parame`tre de l’histoire des contraintes A3, pour
γ = 1 et (a) β = 0.5 et (b) β = 0.0.
est alors possible d’obtenir une expression analytique de ces deux inte´grales en fonction
du seul parame`tre de l’histoire des contraintes A3.
Pour une compression (A3 < 0), il vient
J30 =
arcsin(e(A3/2) ρ) e−A3 −ρ
ρ3
,
J50 =
arcsin(e(A3/2) ρ)(e−2A3 −4 e−A3) + ρ(2 + e−A3)
2ρ5
,
(5.7)
ou` ρ =
√
e−A3 −1.
Pour une traction (A3 > 0), J30 et J50 sont donne´es par
J30 =
− e−A3(A3/2 + ln(1 + ρ)) + ρ
ρ3
,
J50 =
(e−2A3 −4 e−A3)(ln(1 + ρ) +A3/2) + ρ(2 + e−A3)
2ρ5
,
(5.8)
ou` ρ =
√
1− e−A3 .
Les Figures 5.1a et 5.1b montrent l’e´volution des parame`tres de la matrice des fluidite´s
(4.23) A¯, C¯, D¯, F¯ , G¯ et J¯ = 2(A¯− F¯ ) en fonction de A3, pour β = 0 et β = 0.5
respectivement. Pour une valeur donne´e de A3, l’anisotropie du polycristal est d’autant
plus marque´e que l’anisotropie du grain est importante (i.e. β proche de ze´ro).
Lorsque β = 0, le comportement du polycristal fortement comprime´ (A¯3 < −6.0)
devient e´quivalent a` celui d’un grain isole´ (G¯ = H¯ = 5B1/2 et les autres fluidite´s nulles).
Pour une traction, si β = 0, la fluidite´ C¯ tend vers ze´ro lorsque la de´formation aug-
mente et par conse´quent le polycristal ne peut plus se de´former. Ceci met en e´vidence la
ne´cessite´ d’introduire un comportement de grain plus re´aliste que celui ou` seul le glisse-
72 Chapitre 5. Evolution conjugue´e de la fabrique et du comportement du polycristal de glace
a
c d
b
λ
3
λ
3
−A3−A3
A3 A3
β = 0.0
β = 0.0
β = 0.05
β = 0.05
β = 0.25
β = 0.25
β = 0.25
β = 0.25
γ = 1
γ = 1
γ = 1
γ = 1
γ = 0.7
γ = 0.7
γ = 3.5
γ = 3.5
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.20.2
0.40.4
0.60.6
0.80.8
1.0
1.01.0
1.0
2.0 2.0
3.0 3.0
4.0 4.0
5.0
5.05.0
5.010.0
10.010.0
10.015.0
15.015.0
15.0
Fig. 5.2 : Evolution de la dilatation λ3 en fonction du parame`tre de l’histoire des
contraintes A3, pour (a) et (b) une traction et (c) et (d) une compression. L’influence
du comportement du grain est montre´e pour diffe´rentes valeurs de β et γ = 1 sur les
figures (a) et (c) et pour diffe´rentes valeurs de γ et β = 0.25 sur les figures (b) et (d).
Pour chaque couple (β, γ), la fluidite´ ψ est calcule´e de fac¸on a` obtenir la meˆme valeur
B1 de la fluidite´ du polycristal isotrope.
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ment basal intervient. Lorsque β = 0, la dilatation λ3 dans la direction e3 ne peut pas
de´passer 0.47 en compression et 1.45 en traction (cf. Figure 5.2).
En permettant au grain de se de´former selon d’autres directions que celles contenues
dans le plan de base, nous obtenons un comportement du polycristal beaucoup plus
re´aliste, meˆme pour des valeurs tre`s faibles de β. Cette diffe´rence de comportement est
d’autant plus marque´e que le grain a subit une grande de´formation, comme le montrent
les Figures 5.2a et 5.2c.
L’influence du parame`tre γ est montre´e sur les Figures 5.2b et 5.2d. Pour une meˆme
valeur du parame`tre de l’histoire des contraintesA3, plus γ augmente, plus la de´formation
λ3 diminue. L’influence du parame`tre γ sur la re´ponse macroscopique est d’autant moins
importante que β diminue et pour β = 0 la re´ponse du polycristal devient inde´pendante
de γ.
5.2.3 Comparaison avec un mode`le auto-cohe´rent
Meyssonnier et Philip (1996) ont de´veloppe´ un mode`le auto-cohe´rent ”1-site” (SC1)1 pour
de´crire le comportement line´aire du polycristal de glace orthotrope de re´volution. Ce
mode`le est plus complexe que le mode`le a` contraintes homoge`nes puisqu’il tient compte
de l’interaction entre le grain et le polycristal. A cet effet, le grain est conside´re´ comme
une inclusion dans un milieu homoge`ne e´quivalent (HEM) repre´sentant le comportement
macroscopique du polycristal. Le comportement du HEM, a priori inconnu, est calcule´
comme la re´ponse moyenne sur tous les grains aux conditions applique´es aux frontie`res
du polycristal. Meyssonnier et Philip (1996) proposent des re´sultats analytiques pour
l’interaction entre le grain et le HEM, mais l’auto-cohe´rence et l’e´volution de la fabrique
doivent eˆtre traite´es nume´riquement.
Le mode`le SC1 e´tant fonde´ sur le meˆme mode`le de comportement du grain (2.9)
(restreint toutefois au cas γ = 1), la comparaison avec notre mode`le permet de mettre
en e´vidence l’influence de l’hypothe`se de contraintes homoge`nes.
Pour le mode`le SC1, la relation entre les parame`tres rhe´ologiques du grain, lorsque
γ = 1, et la fluidite´ B1 de la glace isotrope est donne´e par :
(5.9)
ψ
B1
=
1 +
√
1 + 24β
6β
.
La comparaison des relations (5.9) et (4.27) ou` γ = 1 montre que pour un compor-
tement identique de grain, les deux mode`les conduisent a` des valeurs diffe´rentes pour
la fluidite´ B1 du polycristal isotrope. Sur la Figure 5.3 est repre´sente´e, pour les deux
mode`les, l’e´volution du rapport entre la fluidite´ en cisaillement paralle`lement au plan de
base et la fluidite´ du polycristal isotrope. La valeur expe´rimentale de 10 de ce rapport
est obtenue pour β = 0.04 avec le mode`le SC1, tandis que pour le mode`le a` contraintes
homoge`nes ce rapport reste infe´rieur a` 2.5.
5.2.3.1 Comparaison de l’e´volution des proprie´te´s me´caniques
Les Figures 5.4a et 5.4b montrent l’e´volution de la vitesse de de´formation D¯33 en fonc-
tion du temps pour une traction et une compression, respectivement. Les valeurs des
1Pour Self-Consistent ”1-site” model.
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Fig. 5.3 : Comparaison de l’e´volution du rapport entre la fluidite´ en cisaillement pa-
ralle`lement au plan de base ψ et la fluidite´ du polycristal isotrope B1 en fonction du
parame`tre d’anisotropie du grain β, pour le mode`le SC1 (trait continu) et le mode`le a`
contraintes homoge`nes (tirets).
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Fig. 5.4 : Evolution de la valeur absolue de la vitesse de de´formation dans la direction
e3 en fonction du temps t pour |S¯33| = 0.1MPa et B1 = 0.04MPa−1a−1 en (a) traction
uniaxiale et (b) compression uniaxiale. Courbe (1) : mode`le SC1, pour β = 0.04 et
ψ = 0.4 ; courbe (2) : mode`le a` contraintes homoge`nes pour β = 0.04 et ψ = 0.094 ;
courbe (3) : mode`le a` contraintes homoge`nes pour β = 0.25 et ψ = 0.073. La valeur
β = 0.04 correspond a` ψ/B1 = 10 pour le mode`le SC1.
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parame`tres du grain β et ψ sont ajuste´es pour que les deux mode`les conduisent au
meˆme comportement lorsque le polycristal est isotrope (i.e. de telle sorte que les rela-
tions (5.9) et (4.27) donnent la meˆme valeur pour B1). Ces figures montrent que des
re´ponses semblables dans la direction de chargement peuvent eˆtre obtenues avec les deux
mode`les, mais pour des degre´s d’anisotropie diffe´rents (i.e. pour des β diffe´rents). Pour
un meˆme degre´ d’anisotropie (β = 0.04 pour les deux mode`les) et une meˆme histoire
de chargement, le mode`le a` contraintes homoge`nes conduit a` un durcissement plus ra-
pide du polycristal que le mode`le SC1. En effet, la vitesse de de´formation D¯33 de´croit
plus rapidement pour le mode`le a` contraintes homoge`nes que pour le mode`le SC1, et
ceci bien que la valeur de la fluidite´ en cisaillement dans le plan de base ψ du mode`le
SC1 soit supe´rieure a` celle du mode`le a` contraintes homoge`nes (ψ = 0.4MPa−1a−1 et
ψ = 0.094MPa−1a−1 respectivement). Ceci s’explique principalement par la diffe´rence
des vitesses de concentration de la fabrique entre les deux mode`les, comme nous allons
le voir dans le paragraphe suivant.
Pour les deux mode`les, le polycristal pre´sente une phase d’adoucissement en de´but
de compression (cf. Figure 5.4b), qui s’explique simplement par l’augmentation en de´but
de chargement du nombre de grains bien oriente´s pour se de´former2. En effet, en de´but
de chargement du polycristal isotrope, le nombre relatif de grains oriente´s entre θ = π/4
et θ = π/2 est
∫ pi/2
pi/4 sin θ dθ =
√
2/2, et ils sont donc plus de deux fois plus nombreux que
ceux oriente´s entre 0 et π/4. Quand les axes−c de ces grains tournent vers la direction de
compression, le nombre relatif de grains oriente´s a` 45o augmente dans un premier temps
et le polycristal est donc plus facile a` de´former. La valeur maximum de la fluidite´ est
5% supe´rieure a` la valeur de la fluidite´ initiale de la glace isotrope et elle est obtenue a`
environ 15% de de´formation (cf. Figure 5.6b).
5.2.3.2 Comparaison des fabriques
L’utilisation de l’ODF parame´tre´e permet de comparer les fabriques de fac¸on objective en
e´tudiant l’e´volution des parame`tres ki. Pour une compression-traction uniaxiale dans la
direction e3, la fabrique ne de´pend plus que du seul parame`tre k3 puisque k1 = k2 = k
−1/2
3
et ϕo = 0.
Pour le mode`le a` contraintes homoge`nes, k3 est de´termine´ analytiquement par les
relations (3.36) en introduisant le parame`tre de l’histoire des contraintes A3 de´fini par
(3.30), soit :
(5.10) k3 = e
A3/3 .
Pour le mode`le SC1, la fabrique est de´crite a` l’aide d’une ODF discre´tise´e selon θ,
puis a` chaque pas, la valeur du parame`tre k3 est ajuste´e sur la valeur maximum de l’ODF
discre´tise´e qui se trouve en θ = 0 pour une compression et en θ = π/2 pour une traction.
La forme de la fonction discre`te donne´e par l’ODF discre´tise´e est tre`s bien reproduite par
l’ODF parame´tre´e. Ceci montre que l’ODF parame´tre´e peut eˆtre utilise´e pour de´crire
les fabriques obtenues avec le mode`le auto-cohe´rent.
Nous comparons, pour une meˆme valeur de B1, l’e´volution de k3 pour les mode`les a`
contraintes homoge`nes et SC1, mais aussi pour le mode`le de Taylor. Dans le cas d’une
2autour de l’axe a` 45o de la direction de compression
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Fig. 5.5 : Evolution du parame`tre de fabrique k3 en fonction de la dilatation λ3 pour les
mode`les de Taylor (pointille´s), SC1 pour β = 0.04 (tirets) et a` contraintes homoge`nes
pour β = 0.04 (trait mixte) et β = 0.25 (trait plein).
compression-traction uniaxiale, l’expression (3.33) conduit a` :
(5.11) kTaylor3 = e
D¯33t = λ3.
Le parame`tre de fabrique kTaylor3 est donc directement la dilatation dans la direction e3.
Pour ce mode`le, la fabrique ne de´pend pas des proprie´te´s du cristal lorsque la vitesse de
de´formation macroscopique est impose´e.
Etant donne´ que les mode`les a` contraintes homoge`nes et de Taylor conduisent a` la
meˆme forme de fonction pour l’ODF analytique, il n’est pas surprenant de bien reproduire
la fabrique obtenue sous forme discre`te avec le mode`le SC1 en utilisant cette fonction.
Par contre, il ne semble pas possible d’obtenir un re´sultat analytique pour l’ODF avec
le mode`le SC1.
Sur la Figure 5.5 est repre´sente´e l’e´volution du parame`tre de fabrique k3 en fonction
de la dilatation λ3 dans la direction e3. Pour une compression (λ3 < 1), plus k3 est petit
plus la texture est concentre´e autour de la direction e3. Pour une traction (λ3 > 1),
c’est l’inverse, plus la valeur de k3 est grande plus la texture est concentre´e en forme de
couronne dans le plan perpendiculaire a` e3.
Pour une meˆme de´formation, la concentration de la fabrique du mode`le SC1 est
encadre´e par le mode`le de Taylor en borne infe´rieure et le mode`le a` contraintes ho-
moge`nes en borne supe´rieure. Ce re´sultat, de´ja` observe´ par Castelnau (1996) mais par
la comparaison des figures de poˆles, est ici donne´ de fac¸on explicite et quantifiable par
l’interme´diaire de k3.
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Pour le mode`le a` contraintes homoge`nes, nous pouvons observer l’influence du pa-
rame`tre β sur la cine´tique de l’e´volution de la fabrique. Plus la valeur de β est petite,
plus l’e´volution de la fabrique est rapide. Ceci s’explique simplement puisque, d’apre`s la
relation (4.27), pour une meˆme valeur de B1, si β diminue alors la fluidite´ dans le plan
de base ψ augmente, et par conse´quent la fabrique se concentre plus rapidement.
5.2.4 Compression - traction en de´formations planes
Dans le but de quantifier l’influence de l’hypothe`se de l’e´coulement en de´formations
planes, que nous ferons plus loin pour mode´liser la calotte polaire en 2D, nous com-
parons, pour un meˆme comportement de grain (β = 0.1 et γ = 1), l’e´volution de la
de´formation du polycristal en compression-traction uniaxiale (axisyme´trique) a` celle ob-
tenue en de´formations planes, de´finie par :
(5.12) λ3 =
1
λ1
et λ2 = 1.
Les Figures 5.6a et 5.6b donnent l’e´volution de la fluidite´ adimensionne´e dans la di-
rection du chargement e3 pour les deux types de de´formation, en traction et compression,
respectivement.
La diffe´rence de comportement est surtout visible en compression ou` l’hypothe`se
de de´formation plane conduit a` un durcissement beaucoup plus rapide du mate´riau.
La phase d’adoucissement visible en de´but de de´formation pour une compression uni-
axiale n’existe pas lorsque la de´formation est plane. En fin d’essai, les deux types de
de´formations conduisent a` la meˆme valeur de fluidite´.
Pour une traction, la fluidite´ limite est e´gale a` la fluidite´ de compression-traction
dans les plans de base puisque tous les axes−c des grains deviennent perpendiculaires
a` la direction de chargement. Pour une compression, la fluidite´ limite est e´gale a` celle
du grain dans la direction de l’axe−c. Comme ici γ = 1, la traction et la compression
conduisent a` la meˆme valeur de 2D¯33/(B1S¯33) en fin d’essai, soit = βψ, et compte tenu
de (4.27) il vient :
(5.13)
2D¯33
B1S¯33
=
5β
2 + 3β
.
Sur la Figure 5.7, nous comparons les fabriques obtenues pour les de´formations
plane et uniaxiale en traction (λ3 = 1.28) et en compression (λ3 = 0.78). Pour une
meˆme valeur de la dilatation λ3, les fabriques de compression-traction plane sont beau-
coup plus concentre´es que celles obtenues en compression-traction uniaxiale et elles ne
pre´sentent e´videmment pas de syme´trie de re´volution. Le fait que les fabriques soient
plus concentre´es en de´formation plane explique le durcissement plus rapide du mate´riau
au cours de la de´formation (cf. Figure 5.6).
Notons que la fabrique de compression plane repre´sente´e sur la Figure 5.7a est iden-
tique a` celle de traction plane de la Figure 5.7c tourne´e de π/2 autour de l’axe e2. Ceci
n’est pas tre`s explicite sur les figures de poˆles, a` cause de l’artefact sur le trace´ des iso-
valeurs du nombre relatif de grains f(θ, ϕ) sin θ, qui en θ = 0 vaut 0 quelle que soit la
valeur de l’ODF.
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Fig. 5.6 : Evolution de la fluidite´ dans la direction du chargement en : (tirets)
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Fig. 5.7 : Repre´sentation en projection de Schmidt des fabriques obtenues en traction
(λ3 = 1.28) (a) plane et (b) uniaxiale ; et en compression (λ3 = 0.78) (c) plane et (d)
uniaxiale. Du plus fonce´ au plus clair sont repre´sente´s 10 intervalles re´guliers entre la
valeur maximum de f(θ, ϕ) sin θ et 0. Cette valeur maximum est diffe´rente pour chacune
des fabriques.
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5.3 Application a` la mode´lisation du de´veloppement de la
fabrique dans le forage de GRIP (Groenland)
Comme Castelnau et al. (1996a), nous appliquons notre mode`le a` la pre´diction de
l’e´volution des fabriques dans le forage de GRIP (Groenland).
Les mesures d’orientation des axes−c sur les carottes de glace de GRIP, re´alise´es par
Thorsteinsson et al. (1997), montrent une augmentation continue de la concentration de
la fabrique, allant d’une distribution ale´atoire des cristaux en surface, a` une fabrique a`
un seul maximum vertical a` la profondeur de 2807m. Le forage de GRIP e´tant positionne´
au sommet d’un doˆme, il est probable que le mode principal de de´formation des glaces de
GRIP soit une compression verticale. Les fabriques observe´es pre´sentent une syme´trie
de re´volution autour de l’axe vertical qui est compatible avec ce mode de de´formation, et
est pre´dite par la plupart des mode`les (voir par exemple Van der Veen et Whillans, 1994;
Castelnau et Duval, 1994). D’apre`s Thorsteinsson et al. (1997), la brusque augmenta-
tion de la taille des grains observe´e a` 2790m (transition Wisconsin-Eemien) est due a`
l’activation d’un re´gime de recristallisation discontinue. La recristallisation n’e´tant pas
prise en compte par notre mode`le, la comparaison de l’e´volution de la fabrique avec les
observations de Thorsteinsson et al. (1997) est seulement mene´e de la surface jusqu’a` la
profondeur de 2800m.
Dans la suite, nous faisons l’hypothe`se que la glace est de´forme´e en compression selon
l’axe de syme´trie du doˆme x3. Le comportement macroscopique du polycristal est donc
donne´ par les relations (4.21) et (5.7), et il ne de´pend que du parame`tre de l’histoire
des contraintes A3, donne´ par (3.30) et des parame`tres du grain ψ et β. Pour une
compression, la fabrique est de´crite par l’ODF analytique (3.29).
Thorsteinsson et al. (1997) caracte´risent la concentration des fabriques a` l’aide d’un
parame`tre statistique, Ro, de´fini par
(5.14) Ro = 2 ‖< c >‖ − 1,
ou` c est le vecteur unitaire de´finissant l’orientation de l’axe−c dans le repe`re de re´fe´rence
{R} (c = Rgc), <> repre´sente la moyenne donne´e par (1.10), et ‖ ‖ est la norme d’un
vecteur. Ro vaut 0 pour une fabrique dont tous les axes−c sont distribue´s ale´atoirement,
et Ro prend la valeur maximum de 1 lorsque tous les grains ont la meˆme orientation
(Thorsteinsson et al. (1997) donnent a` Ro le nom de ”degree of orientation”, mais nous
pre´fe´rons a` ”degre´ d’orientation” de la fabrique, utilise´ par Castelnau (1996), le terme
de ”concentration” de la fabrique).
L’utilisation de l’expression de l’ODF (3.29) dans (1.10) pour e´valuer ‖< c >‖ conduit
a` une inte´grale simple selon θ, qui s’inte´gre analytiquement pour donner la concentration
de la fabrique Ro en fonction du parame`tre de l’histoire des contraintes A3, soit
(5.15) Ro = 2
∣∣∣∣∣1− eA3/21− eA3
∣∣∣∣∣− 1.
D’apre`s les relations (4.19), (4.21) et (5.7), D¯33 s’exprime uniquement en fonction
de β et A3. En utilisant la diffe´rentielle de la relation (3.30), i.e. dA3 = 3ψS¯33dt/2, on
peut exprimer D¯33 dt en fonction de dA3, et par suite obtenir la de´formation cumule´e
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ǫ¯c = λ3 − 1 en fonction de A3 et de β seulement (la de´pendance en ψ est implicitement
incluse dans A3). Il est alors possible, en utilisant A3 comme parame`tre, de calculer
nume´riquement l’e´volution de Ro en fonction de la de´formation cumule´e ǫ¯c.
Comme Castelnau et al. (1996a), nous utilisons le mode`le de Dahl-Jensen et al. (1993),
qui donne l’amincissement d’une couche d’e´paisseur a relativement a` l’accumulation a0
en surface, en fonction de la profondeur z dans le forage. La de´formation cumule´e et le
taux d’amincissement des couches sont relie´s par :
(5.16) ǫ¯c = a/a0 − 1,
ce qui permet d’exprimer la de´formation cumule´e ”observe´e” en fonction de z. On peut
alors relier l’e´volution des valeurs de Ro, mesure´es par Thorsteinsson et al. (1997) a`
diffe´rentes profondeurs, a` celle de ǫ¯c.
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Fig. 5.8 : Evolution de la concentration de la fabrique Ro en fonction de la de´formation
cumule´e ǫ¯c, donne´e par notre mode`le pour diffe´rentes valeurs de β (courbes pleines),
donne´e par le mode`le VPSC de Castelnau et al. (1996) (tirets) et d’apre`s la fabrique
mesure´e dans le forage de GRIP (Thorsteinsson et al., 1997). L’e´chelle donnant les
profondeur est calcule´e en utilisant le mode`le de Dahl-Jensen et al. (1993).
La Figure 5.8 montre l’e´volution de la concentration Ro en fonction de ǫ¯c donne´e
par notre mode`le pour diffe´rentes valeurs de β ainsi que l’e´volution de Ro mesure´e par
Thorsteinsson et al. (1997). Nous ve´rifions bien que l’e´volution de la fabrique est d’autant
plus rapide que le grain est plus anisotrope (i.e. pour β petit). L’e´volution de Ro obtenu
par Castelnau et al. (1996a) avec le mode`le VPSC pour un comportement non line´aire
(tirets sur la Figure 5.8) est tre`s similaire a` nos re´sultats lorsque β = 0.2 (et avec un
comportement line´aire).
Pour des valeurs absolues de de´formations cumule´es infe´rieures a` 0.4 (i.e. pour des
profondeurs infe´rieures a` 1000m, d’apre`s Dahl-Jensen et al. (1993)), l’e´volution de la
concentration de la fabrique est bien reproduite par notre mode`le si β est petit (β ≤ 0.2).
Pour |ǫ¯c| supe´rieure a` 0.4, notre mode`le conduit a` une e´volution de la fabrique plus rapide
que celle observe´e.
D’apre`s Castelnau et al. (1996a), cette diffe´rence entre les mode`les et les mesures
pourrait re´sulter de la progressive polygonisation des grains mal oriente´s pour se de´former.
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Les grains dont le plan de base est perpendiculaire a` la direction de compression vont
polygoniser jusqu’a` ce que la diffe´rence d’orientation des sous-joints atteignent une va-
leur critique de 10 a` 15o, puis ils vont se diviser pour former deux grains ”nouveaux”
dont l’orientation est tourne´e de 10 a` 15o par rapport a` la direction de compression.
Thorsteinsson et al. (1997) ont observe´ que la polygonisation, responsable de l’arreˆt du
grossissement des grains et de la forme sphe´rique des grains, est pre´dominente dans le
forage de GRIP entre 700m a` 2800m de profondeur (profondeur a` laquelle la recristalli-
sation discontinue commence).
Sans contester le roˆle de la polygonisation sur le ralentissement de la formation des
fabriques, nous verrons au Chapitre 8 que les hypothe`ses faites ici pour la cine´matique
de l’e´coulement dans le forage de GRIP (compression uniaxiale et vitesse de de´formation
donne´e par le mode`le de Dahl-Jensen et al. (1993)) sont aussi, certainement, responsables
de la vitesse exce´ssive d’e´volution des fabriques mode´lise´es. Nous montrerons l’influence
de l’e´coulement sur la formation des fabriques dans le forage de GRIP.
5.4 Tests nume´riques de cisaillement simple
Dans la partie infe´rieure des calottes polaires, si le socle rocheux est relativement plan,
la glace est de´forme´e principalement en cisaillement. Dans cette partie, nous pre´sentons
l’e´volution des proprie´te´s me´caniques et de la fabrique d’un polycristal de glace, initial-
lement isotrope, soumis a` un e´tat de de´formation de cisaillement simple.
5.4.1 Cine´matique de la de´formation
Par de´finition (Gilormini et al., 1993), un mate´riau est soumis a` un cisaillement simple
d’amplitude κ(t) dans le re´fe´rentiel {R}, si le champ des vitesses qui lui est impose´ est
de la forme :
(5.17)
∣∣∣∣∣∣
u¯1 = κ˙X¯2
u¯2 = 0
u¯3 = 0
,
ou` X¯i sont les composantes du vecteur position dans la configuration initiale. Les tenseurs
gradient de vitesse L¯, vitesses de de´formation D¯ et vitesses de rotation W¯ sont alors
donne´s par :
(5.18)
L¯ =
0 κ˙ 00 0 0
0 0 0

D¯ =
 0 κ˙/2 0κ˙/2 0 0
0 0 0
 W¯ =
 0 κ˙/2 0−κ˙/2 0 0
0 0 0
 .
Si la vitesse de de´formation impose´e D¯12 est constante au cours de la de´formation, il
vient :
(5.19) κ = 2D¯12t.
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L’e´tude du cisaillement simple avec le mode`le a` contraintes homoge`nes n’est pas
directe puisque, pour un e´tat de contrainte donne´, les vitesses de de´formation de´pendent
de l’anisotropie du polycristal. Pour imposer correctement le cisaillement simple, il est
donc ne´cessaire a` chaque pas de temps de de´terminer l’e´tat de contraintes a` appliquer
pour maintenir D¯12 constante et toutes les autres composantes du tenseur des vitesses
de de´formation nulles.
Van der Veen et Whillans (1994) re´alisent des essais nume´riques de cisaillement simple
en imposant uniquement la contrainte de cisaillement et une vitesse de rotation macro-
scopique ajuste´e a` chaque pas pour qu’elle soit e´gale a` la vitesse de de´formation de
cisaillement. Au cours de l’essai, les cristaux s’orientent a` 135o de la direction de cisaille-
ment, et la vitesse de de´formation diminue et s’annule lorsque tous les axes−c des cristaux
sont oriente´s a` 135o. La fabrique qu’ils obtiennent en fin d’essai est donc e´quivalente, en
fait, a` celle obtenue pour le cisaillement pur.
Pour ve´rifier la condition cine´matique (5.17), nous utilisons une me´thode implicite qui
tient compte de l’e´volution des proprie´te´s du mate´riau et par conse´quent de la variation
des contraintes a` imposer durant l’incre´ment de temps dt.
Les essais que nous pre´sentons ont e´te´ re´alise´s en utilisant 800 grains discrets re´partis
ale´atoirement a` l’e´tat initial. Nous choisissons ce mode`le de repre´sentation de la tex-
ture pour e´liminer au maximum les proble`mes nume´riques lie´s aux calculs d’inte´grales
de fonctions pre´sentant des pics prononce´s et pour ne pas faire d’hypothe`se implicite3
sur l’anisotropie du polycristal. La re´ponse macroscopique est e´tudie´e pour γ = 1 et
diffe´rentes valeurs de β.
5.4.2 Evolution de la fabrique et des proprie´te´s du mate´riau
Sur la Figure 5.9 est repre´sente´e l’e´volution de la fluidite´ en cisaillement adimensionnelle
2D¯12/(B1S¯12) en fonction de la de´formation κ et pour diffe´rents comportements de grain.
Dans un premier temps le mate´riau se durcit, puis si β 6= 0, le mate´riau s’adoucit
et la fluidite´ tend vers une valeur limite, correspondant a` la fluidite´ en cisaillement
paralle`lement au plan de base du grain isole´.
Sur la Figure 5.10, l’observation des diffe´rentes fabriques au cours de la de´formation
permet de comprendre les variations observe´es sur la fluidite´ macroscopique.
En de´but de chargement, lorsque le polycristal est isotrope, D¯12 = B1S¯12/2 et S¯11 = S¯22 = 0,
et les e´quations (3.43) se simplifient en remplac¸ant ψ/B1 par son expression (4.27) en
fonction de β : ∣∣∣∣∣∣∣∣
θ˙ = − 5
2(2 + 3β)
sin 2θ sin 2ϕD¯12
ϕ˙ = −( 5
2 + 3β
cos 2ϕ+ 1)D¯12
.
Une repre´sentation de ces e´quations est donne´e sur la Figure 5.11a, ou` sont marque´s les
points ou` θ˙ et/ou ϕ˙ s’annulent, ainsi que le sens de la rotation des grains selon θ et ϕ.
En de´but de chargement les axes−c se dirigent vers le plan (Π) perpendiculaire au plan
(e1, e2) et incline´ de l’angle ϕ¯0 = (arccos ((2 + 3β)/5)+π)/2. Pour un grain se de´formant
uniquement par glissement dans les plans de base (β = 0) cet angle vaut 123.2o, tandis
3en choisissant l’ODF parame´tre´e par exemple
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Fig. 5.9 : Evolution de la fluidite´ en cisaillement simple en fonction de la de´formation
κ pour γ = 1 et pour diffe´rentes valeurs de β.
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Fig. 5.10 : Repre´sentation en projection de Schmidt des fabriques obtenues en cisaille-
ment simple pour diffe´rentes valeurs de κ et pour un comportement du grain donne´ par
β = 0.1 et γ = 1.
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ϕ ϕ θ
θ
(Π)
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Fig. 5.11 : Zones ou` (◦) θ˙ = 0, (⊚) ϕ˙ = 0 , (•) θ˙ = 0 et ϕ˙ = 0 pour un cisaillement
simple L¯12 > 0 lorsque (a) le polycristal est isotrope et (b) tous les axes−c des grains
sont oriente´s selon e2. Les fle`ches en pointille´s repre´sentent le sens de la rotation selon
ϕ et les fle`ches en trait mixte celui selon θ.
que pour un grain isotrope (β = 1) la valeur de ϕ¯0 est 90
o. Plus le grain est anisotrope,
plus l’orientation du plan (Π) est de´favorable pour la de´formation macroscopique, ce
qui explique la re´partition selon la valeur de β du de´but des courbes de la Figure 5.9.
Castelnau (1996) trouve une valeur ϕ¯0 ≈ 120
o avec le mode`le a` contraintes homoge`nes,
mais pour un comportement de grain non-line´aire, ce qui peut expliquer la diffe´rence de
3o.
Au cours de la de´formation, l’orientation du plan (Π) tourne vers la position ϕ¯ =
π/2 avec une vitesse de´croissante, tandis que la concentration des axes−c dans le plan
augmente (cf. Figure 5.10 pour κ = 1.05 et κ = 1.75). Simultane´ment, les orientations
des grains tournent vers θ = π/2 mais de fac¸on moins rapide que selon ϕ.
Pour κ > 7.0, tous les grains ont quasiment la meˆme orientation (θ = π/2, ϕ) et ils
continuent a` tourner vers e2 (ϕ = π/2). Dans cette configuration, le comportement ma-
croscopique est e´quivalent a` celui du grain isole´, ce qui permet d’e´tudier analytiquement
la stabilite´ de la fabrique observe´e. Nous donnons les de´tails de ce calcul en Annexe D.
Ce calcul montre que, lorsque β 6= 0, si tous les grains sont concentre´s en (θ = π/2, ϕ)
alors ils s’orientent perpendiculairement a` la direction du cisaillement avec une vitesse
de´croissante et s’annulant en ϕ = π/2 (cf. Figure 5.11b). La stabilite´ de cette position
d’e´quilibre de´pend du sens de la perturbation. Apre`s une perturbation dans le sens di-
rect, les grains reviennent sur la position d’e´quilibre, tandis que pour une perturbation
dans le sens indirect les grains tournent d’un demi-tour pour s’arreˆter dans la position
d’e´quilibre oppose´e4.
Sur la Figure 5.9, nous observons que plus le grain est anisotrope, (i.e. plus β se
rapproche de ze´ro), plus la valeur minimum de la fluidite´ se rapproche de ze´ro. Lorsque
β = 0, nous obtenons une re´ponse macroscopique diffe´rente puisque la fluidite´ de´croˆıt
continuellement vers ze´ro et la de´formation devient alors impossible. Nous n’obtenons
pas une fabrique a` un seul maximum puisque les axes−c des grains restent bloque´s dans
4Mais qui de´finit la meˆme position du grain.
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Fig. 5.12 : Evolution des rapports entre les contraintes applique´es et la contrainte initiale
de cisaillement, en fonction de la de´formation κ, pour un comportement de grain β = 0.1
et γ = 1.
le plan (Π). L’e´tude de la stabilite´ d’un grain montre que, meˆme si nous obtenions une
fabrique a` un seul maximum, il ne serait pas possible, en appliquant les conditions strictes
du cisaillement simple, de faire tourner un grain incline´ par rapport a` la perpendiculaire
a` la direction du cisaillement (cf. Annexe D). En effet, si ϕ 6= π/2, les conditions
D¯11 = D¯22 = 0 entraˆınent dans ce cas particulier D¯12 = 0, et le grain ne se de´forme pas,
quelle que soit la contrainte applique´e.
Sur la Figure (5.12) est repre´sente´e l’e´volution des rapports entre les contraintes
applique´es et la contrainte de cisaillement initiale pour un comportement de grain β =
0.1 et γ = 1. Pour ve´rifier les conditions cine´matiques du cisaillement simple, il est
ne´cessaire d’appliquer des contraintes trois fois supe´rieures a` la contrainte initiale de
cisaillement. En de´but d’essai, la forte compression dans la direction e3, due a` l’hypothe`se
de de´formations planes, explique la faible vitesse de rotation des grains vers θ = π/2.
Ne´anmoins, une e´tude du signe de θ˙ montre que tout au long de l’essai, les orientations
des grains situe´s autour du plan (Π) se dirigent vers θ = π/2 (i.e. θ˙ > 0). Ensuite,
lorsque tous les grains ont la meˆme orientation, l’e´tat de contrainte devient plan et la
valeur des contraintes normales diminue. A l’e´quilibre, seule la contrainte de cisaillement
n’est pas nulle et vaut S¯12(∞) = (2 + 3β)S¯12(0)/5.
5.4.3 Discussion
Castelnau et al. (1996b) ont obtenu des re´sultats similaires aux noˆtres avec les mode`les
auto-cohe´rent et de Taylor. Pour le mode`le auto-cohe´rent, l’activite´ relative des plans
prismatiques devient tre`s importante lorsque la de´formation augmente. D’apre`s ces au-
teurs, une telle activite´ n’est pas re´aliste pour le cristal de glace ou` la majorite´ des dis-
locations sont observe´es dans les plans de base. Pour le mode`le a` contraintes homoge`nes
et en activant uniquement le glissement basal, Castelnau et al. (1996b) trouvent une
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fabrique qui bloque la de´formation : ceci est en accord avec nos re´sultats pour β = 0.
Si le grain ne se de´forme pas uniquement par glissement basal, tous les mode`les
conduisent donc a` une fabrique a` un seul maximum s’orientant perpendiculairement
a` la direction de cisaillement. Cependant, il est alors ne´cessaire d’activer fortement
d’autres modes que la de´formation par cisaillement paralle`le au plan de base, ce qui
conduit a` un comportement de grain non re´aliste pour la glace. Il est probable que
sous une telle sollicitation l’accommodation se fasse par recristallisation dynamique et
que d’autres formes de fabriques soient cre´e´es. Ne´anmoins, puisque nous ne tenons pas
compte des phe´nome`nes de recristallisation dans notre mode`le, nous pourrons faire varier
l’anisotropie du grain (i.e. β) pour obtenir un comportement du polycristal plus re´aliste.
Nous avons re´alise´ des tests de cisaillement simple en utilisant l’ODF parame´tre´e
(3.34) pour de´crire la fabrique (Staroszczyk et Gagliardini, 1999). Les courbes 2D¯12/(S¯12B1)
obtenues dans ces conditions diffe´rent le´ge´rement de celles de la Figure 5.9, mettant
ainsi en e´vidence le caracte`re non orthotrope de la de´formation en cisaillement simple.
Ne´anmoins, seule la valeur du minimum de la fluidite´ en cisaillement est modifie´e (le
polycristal se durcit moins) lorsque l’hypothe`se de fabrique orthotrope est faite de fac¸on
implicite, par l’utilisation de l’ODF parame´tre´e (3.34). Les autres re´sultats pre´sente´s
ci-dessus avec les grains discrets restent valables pour l’ODF parame´tre´e.
Notons enfin qu’il est possible d’obtenir une solution analytique pour l’ODF en ci-
saillement simple avec le mode`le de Taylor. Nous pre´sentons ces calculs dans l’Annexe
E. L’expression (E.5) montre que la fabrique e´volue vers un maximum oriente´ perpen-
diculairement a` la direction de cisaillement. Il est inte´ressant de remarquer que l’ODF
analytique (E.5) ne pre´sente pas de syme´tries d’orthotropie.
5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ l’e´volution des proprie´te´s me´caniques du polycristal
au cours de la de´formation, pour des chargements de compression, traction et cisaillement
simple. Ces e´tudes montrent la ne´cessite´ d’introduire d’autres modes de de´formation que
le glissement basal pour obtenir un comportement du polycristal re´aliste. D’un point de
vue macroscopique, il est alors possible d’obtenir des fabriques de cisaillement simple a`
un seul maximum oriente´ perpendiculairement a` la direction de cisaillement.
Dans le chapitre suivant, nous imple´mentons la loi de comportement orthotrope dans
un code aux e´le´ments finis, pour e´tudier l’influence de l’anisotropie du polycristal sur
l’e´coulement a` l’e´chelle de la calotte polaire.
Chapitre 6
Ecoulement de glace anisotrope
6.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous re´solvons nume´riquement, pour une ge´ome´trie donne´e, l’e´coulement
d’une calotte de glace anisotrope dont les champs de fabriques et de tempe´ratures sont
des donne´es variant en fonction des coordonne´es de l’espace.
Pour une ge´ome´trie donne´e de calotte polaire simplifie´e (2D en de´formations planes
ou axisyme´trique), nous comparons les e´coulements obtenus avec diffe´rents champs de fa-
briques et de tempe´ratures. Nous mesurons la sensibilite´ de l’e´coulement aux parame`tres
microscopiques β et γ qui de´finissent le comportement du grain. Enfin, nous comparons
les champs de vitesses des e´coulements plan (de´formations planes) et axisyme´trique ob-
tenus pour un meˆme profil de la surface de calotte polaire.
6.2 Proble`me a` re´soudre
6.2.1 Types d’e´coulement e´tudie´s
Les e´coulements e´tudie´s sont plan (de´formations planes) ou axisyme´trique. Pour l’e´coulement
plan, les quantite´s (vecteur ou tenseur) sont exprime´es dans le repe`re carte´sien de
re´fe´rence {R} de´fini sur la base (e1,e2, e3) de coordonne´es (x1, x2, x3), tandis que pour
l’e´coulement axisyme´trique, nous utiliserons le repe`re de´fini sur la base cylindrique
(e1, e2, eΘ) de coordonne´es (x1, x2,Θ).
La glace s’e´coule sous l’action des forces de pesanteur dirige´es selon e2. Les calottes
e´tudie´es pre´sentent une syme´trie par rapport au doˆme situe´ en x1 = 0.
Les notations utilise´es sont de´finies sur la Figure 6.1 ou` est sche´matise´ le proble`me a`
re´soudre.
6.2.2 Loi de comportement de la glace orthotrope
Le comportement de la glace est suppose´ line´aire et orthotrope, le plan de l’e´coulement
e´tant l’un des trois plans de syme´trie du mate´riau. En un point du domaine, l’ortho-
tropie du polycristal est de´crite par les quatre parame`tres de l’ODF donne´e par (3.34).
Les trois premiers parame`tres ki de´finissent le degre´ d’anisotropie du polycristal, et le
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Fig. 6.1 : Sche´matisation du proble`me a` re´soudre. Pour une section verticale donne´e,
l’e´coulement est soit en de´formations planes soit axisyme´trique. Les quantite´s encadre´es
sont des re´sultats du calcul et les autres des donne´es d’entre´e du calcul.
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repe`re d’orthotropie est positionne´ par rapport au repe`re de re´fe´rence par le quatrie`me
parame`tre ϕo comme de´fini sur la Figure 3.7.
La formulation variationnelle que nous allons utiliser ne´cessite d’introduire la loi
inverse donnant les contraintes de´viatoires en fonction des vitesses de de´formation. L’in-
version de la loi de comportement (4.6) est pre´sente´e en Annexe F. Le comportement
de la glace peut eˆtre de´fini a` partir de son potentiel de dissipation φ¯D :
(6.1) φ¯D =
3∑
r=1
(
1
2
η¯r(trM¯ rD¯)
2 + η¯r+3 trM¯ rD¯
2 − 1
3
(η¯r + 2η¯r+3) trM¯ rD¯ tr D¯
)
,
ou` les coefficients η¯r sont donne´s en Annexe F. Les contraintes de´viatoires macrosco-
piques S¯ij de´rivent du potentiel φ¯D, soit :
(6.2) S¯ =
∂φ¯D
∂D¯
,
avec les conditions
(6.3) D¯33 = D¯23 = D¯31 = 0,
pour l’e´coulement plan, et
(6.4)
∣∣∣∣∣∣ D¯33(= D¯ΘΘ) =
u¯1
x1
D¯2Θ = D¯Θ1 = 0
,
pour l’e´coulement axisyme´trique.
Les conditions (6.3) et (6.4) de´coulent des hypothe`ses u¯3 = 0 et u¯1, u¯2 inde´pendants
de x3.
Notons que le troisie`me terme dans l’expression du potentiel (6.1) est nul, mais qu’il
permet de retomber exactement sur l’expression de la loi de comportement (F.6) de
l’Annexe F en appliquant (6.2).
6.2.3 Equations du proble`me
Les e´quations qui de´finissent l’e´coulement sont :
- l’e´quation de l’e´quilibre quasi-statique :
(6.5) div σ¯ + ρg = 0,
ou` ρg est le vecteur des forces de volumes dues a` la pesanteur,
- l’e´quation de la conservation de la masse
(6.6) div ρu¯ = 0.
La glace e´tant incompressible, cette dernie`re e´quation se re´duit a` l’e´quation d’incompres-
sibilite´
(6.7) u¯i,i = D¯ii = 0.
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En introduisant le de´viateur des contraintes, de´fini par
(6.8) S¯ = σ¯ − p¯I
et avec g = −ge2, les e´quations pre´ce´dentes se simplifient suivant le type d’e´coulement
e´tudie´.
6.2.3.1 Ecoulement plan (de´formations planes)
Pour l’e´coulement plan, l’e´quation de l’e´quilibre quasi-statique (6.5), projete´e sur le
repe`re de coordonne´es carte´siennes (x1, x2, x3), se re´duit a` :
(6.9)
∣∣∣∣ S¯11,1 + S¯12,2 + p¯,1 = 0S¯12,1 + S¯22,2 + p¯,2 = ρg ,
et l’e´quation d’incompressibilite´ devient en tenant compte de (6.3) :
(6.10) D¯11 + D¯22 = 0,
qui peut se re´e´crire en fonction des vitesses sous la forme :
(6.11) u¯1,1 + u¯2,2 = 0.
6.2.3.2 Ecoulement axisyme´trique
Dans le cas de l’e´coulement axisyme´trique, l’e´quation de l’e´quilibre quasi-statique (6.5),
projete´e sur le repe`re de coordonne´es cylindriques (x1, x2,Θ), se re´duit a` :
(6.12)
∣∣∣∣∣∣∣∣
S¯11,1 + S¯12,2 +
S¯11 − S¯ΘΘ
x1
+ p¯,1 = 0
S¯12,1 + S¯22,2 +
S¯12
x1
+ p¯,2 = ρg
,
et l’e´quation d’incompressibilite´ se met sous la forme :
(6.13) D¯11 + D¯22 + D¯ΘΘ = 0,
soit en fonction des vitesses, d’apre`s (6.4) :
(6.14) u¯1,1 + u¯2,2 +
u¯1
x1
= 0.
Notons que, dans le cas ge´ne´ral (glace non isotrope) et pour les deux types d’e´coulement,
la contrainte de´viatoire normale au plan de l’e´coulement n’est pas nulle (elle est de´termine´e
par S¯33 = −S¯11 − S¯22).
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6.2.4 Conditions aux limites
Les conditions aux limites sont applique´es a` la frontie`re du domaine D de la calotte.
Pour notre proble`me, nous pouvons distinguer quatre conditions aux limites diffe´rentes :
Surface
- Condition de surface libre pour la surface de la calotte E(x1), soit
(6.15) σ¯.n = σ¯0n sur E(x1)
ou` n = (∂E/∂x1,−1, 0) est le vecteur normal a` la surface E(x1) et σ¯0 la pression at-
mosphe´rique.
- Si nous faisons l’hypothe`se que la surface libre est la surface d’e´quilibre de l’e´coulement
stationnaire, alors le taux d’accumulation b doit e´quilibrer la vitesse normale a` la surface,
soit :
(6.16) b = −u¯.n.
Socle rocheux
- Condition d’adhe´rence pour la surface de contact entre la glace et le socle rocheux
B(x1), soit :
(6.17) u¯(x1, B(x1)) = 0.
Axe de syme´trie
- Condition de syme´trie par rapport au doˆme en x1 = 0, soit :
(6.18) u¯1(0, x2) = 0.
6.3 Me´thodes nume´riques
6.3.1 Formulation variationnelle
Conside´rons, comme Meyssonnier (1983), la fonctionnelle :
(6.19) J(u¯i, p¯) =
∫
D
(
φ¯D + p¯D¯ii − ρgiu¯i
)
dD −
∫
E
σ¯0u¯ini ds,
ou` φ¯D est le potentiel de dissipation du polycristal orthotrope line´aire (6.1).
En utilisant (6.2), la variation line´arise´e δJ de J(u¯i, p¯), obtenue pour des variations
arbitraires δu¯i et δp¯ de u¯i et p¯, s’exprime comme :
(6.20) δJ =
∫
D
(
S¯ij δD¯ij + p¯ δD¯ii + δp¯ D¯ii − ρgi δu¯i
)
dD −
∫
E
σ¯0 δu¯i ni ds.
Sachant que :
(6.21) δD¯ij =
1
2
(
∂δu¯i
∂xj
+
∂δu¯j
∂xi
)
,
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l’utilisation de (6.8) et de la proprie´te´ de syme´trie du tenseur des contraintes (σ¯ij = σ¯ji)
conduit aux simplifications suivantes pour (6.20) :
(6.22) δJ =
∫
D
(
σ¯ij δu¯i,j + δp¯ D¯ii − ρgi δu¯i
)
dD −
∫
E
σ¯0 δu¯i ni ds.
L’inte´gration par partie selon xj (the´ore`me de Green-Ostrogradski) du terme σ¯ij δu¯i,j
conduit a` l’expression suivante :
(6.23) δJ =
∫
D
(−δu¯i(σ¯ij,j + ρgi) + δp¯ D¯ii) dD + ∫
E
δu¯i(σ¯ijnj − σ¯0ni) ds.
Les variations δu¯i et δp¯ e´tant arbitraires, la nullite´ de δJ entraˆıne la ve´rification des
e´quations (6.5), (6.7) et de la condition aux limites (6.15).
La solution du proble`me consistant a` chercher les champs de vitesses u¯ et pressions p¯
ve´rifiant les e´quations d’e´quilibre quasi-statique (6.5) et d’incompressibilite´ (6.7), satis-
faisant les conditions aux limites (6.15), (6.17) et (6.18), et dont la loi de comportement
est de´finie par (6.1), est donne´e par la stationnarite´ de J sur l’ensemble des champs de
vitesses cine´matiquement admissibles (c’est-a`-dire ve´rifiant (6.17) et (6.18)).
6.3.2 Me´thode des e´le´ments finis
L’objectif de ce paragraphe n’est pas d’exposer en de´tail la me´thode des e´le´ments finis,
mais de pre´senter les particularite´s propres a` notre proble`me (pour plus de de´tail, voir
par exemple Dhatt et Touzot, 1984).
La formulation expose´e au paragraphe pre´ce´dent conduit naturellement au choix des
variables vitesses et pression pour re´soudre le proble`me. Notons que cette me´thode
s’apparente a` la me´thode de pe´nalisation qui consiste a` remplacer l’e´quation d’incom-
pressibilite´ (6.7) par D¯ii = αp, avec α suffisamment petit (Meyssonnier, 1983).
Le code nume´rique de´veloppe´ par Meyssonnier (1983) est base´ sur la formulation
faible du proble`me e´nonce´ au paragraphe 6.2 qui consiste a` exprimer la stationnarite´ de
la fonctionnelle (6.19), soit :
(6.24) δJ = 0.
Cette formulation est dite faible car l’e´criture (6.24) suppose seulement que u¯ est
continue et a` de´rive´e premie`re continue par morceaux, tandis que l’e´quation de l’e´quilibre
quasi-statique (6.5) fait intervenir les de´rive´es secondes de la vitesse u¯, qui est donc
continue et a` de´rive´es partielles continues jusqu’a` l’ordre 2.
Le principe de la me´thode des e´le´ments finis consiste a` discre´tiser le domaine d’e´tude
complexe D par un nombre fini d’e´le´ments de forme ge´ome´trique simple. Sur chaque
e´le´ment, les champs de vitesses et pressions sont repre´sente´s par des polynoˆmes de´termine´s
par leurs valeurs en certains points appele´s nœuds.
Comme Meyssonnier (1983) nous utilisons des e´le´ments triangulaires a` 6 nœuds (T6)
avec une interpolation quadratique de la vitesse et line´aire de la pression, qui est donc
de´termine´e uniquement aux nœuds sommets des triangles. La re`gle ge´ne´rale imposant a`
la pression d’eˆtre interpole´e avec des polynoˆmes de moindre degre´ que ceux utilise´s pour
la vitesse est donc respecte´e. La pression est soit suppose´e continue entre deux e´le´ments
6.4. Ge´ome´trie de la calotte e´tudie´e 93
contigus, ce qui revient a` exprimer l’incompressibilite´ en moyenne, soit discontinue, ce qui
impose l’incompressibilite´ en tout point de chaque e´le´ment. Nous adoptons une pression
continue car cette solution diminue le nombre d’inconnues nodales et semble conduire a`
une meilleure pre´cision sur le champ de vitesses.
La loi de comportement macroscopique e´tant line´aire, l’e´quation (6.24) conduit a` un
syste`me d’e´quations line´aires, dont les inconnues sont les valeurs nodales de vitesses et
de pression, qui est re´solu par la me´thode de Gauss. La tempe´rature et la fabrique (2
parame`tres ki et le parame`tre d’orientation ϕ
o) sont de´finies en chaque nœud du maillage.
Dans ce chapitre, ce sont des donne´es initiales du proble`me que nous ne faisons pas
e´voluer. Nous verrons plus loin les diffe´rents champs de tempe´ratures et de fabriques
adopte´s.
6.3.3 Adimensionnement
Pour simplifier l’analyse nous travaillons avec des variables adimensionne´es. Nous effec-
tuons les calculs sur un maillage de hauteur H˜(x1 = 0) = 1, le parame`tre de la loi de
Glen valant B˜1(−10oC) = 1 et les forces de volumes ρ˜g = 1. Par conse´quent, en utilisant
ces notations, le symbole ˜ de´signant les quantite´s adimensionne´es, les autres variables
adimensionne´es sont de´finies dans le Tableau 6.1 a` partir de H(x1 = 0), B1(−10oC) et
ρg. Dans la suite, nous noterons B1 la valeur du parame`tre de la loi de Glen a` T = −10oC
et H0 la hauteur de la calotte en x1 = 0.
Quantite´ Dimension Valeur adimensionne´e
Longueur [m] x˜i = xi/H0
Temps [a] t˜ = tB1ρgH0
Vitesse [ma−1] ˜¯ui = u¯i/(B1ρgH
2
0 )
Vitesse de de´formation [a−1] ˜¯Dij = D¯ij/(B1ρgH0)
Contrainte [MPa] ˜¯Sij = S¯ij/(ρgH0)
Fluidite´ [MPa−1a−1] B˜1(T ) = B1(T )/B1
Forces volumiques [MPam−1] ρ˜g = 1
Accumulation [ma−1 eq. glace] b˜ = b/(B1ρgH
2
0 )
Tab. 6.1: Variables adimensionne´es.
6.4 Ge´ome´trie de la calotte e´tudie´e
6.4.1 Profil de Vialov (1958)
Nous adoptons dans la suite une ge´ome´trie de calotte simplifie´e pre´sentant un axe de
syme´trie x1 = 0 et un lit rocheux horizontal (i.e. B(x1) = 0 et E(x1) = H(x1)). Vialov
(1958) a propose´ une solution analytique pour l’e´coulement plan stationnaire de glace
isotrope de ce type de calotte simplifie´e. Les hypothe`ses et les calculs qui conduisent a`
l’e´quation de la surface et aux vitesses sont pre´sente´s dans l’Annexe G.
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L’e´quation (G.5) obtenue en Annexe G, de´finissant le profil de la surface de Vialov
(1958), s’e´crit sous forme adimensionne´e :
(6.25) H˜4 = 1− 3ξb˜x˜21,
ou` ξ = 2 pour l’e´coulement plan et ξ = 1 pour l’e´coulement axisyme´trique.
La calotte the´orique que nous adoptons pre´sente un rapport d’aspect ǫ = H0/L =
1.83 10−2, soit pour une hauteur au doˆme H0 = 1000m, une longueur de la calotte
L = 54.5km.
6.4.2 Le maillage
Le maillage est re´alise´ par nappes d’e´le´ments rectangulaires compose´s de quatre triangles
T6 (4T6) (cf. Figure 6.2). Le nombre de nœuds sur une verticale est donc constant. Pour
l’e´coulement plan, la pre´sence d’un axe de syme´trie en x1 = 0 permet de ne mailler que
la moitie´ de la calotte (x1 ≥ 0), comme pour l’e´coulement axisyme´trique.
Les quantite´s (vitesses, contraintes, . . . ) varient beaucoup plus lentement dans la
direction horizontale que dans la direction verticale. Par conse´quent, il est possible
d’adopter une ge´ome´trie d’e´le´ments dont la dimension horizontale est supe´rieure a` la
dimension verticale (i.e. e´le´ments allonge´s). Cette de´marche est justifie´e dans le cas de
notre proble`me car nous connaissons l’ordre de grandeur relatif des gradients verticaux
et horizontaux des diffe´rentes quantite´s interpole´es. Ceci revient en quelque sorte a` faire
une approximation du type de l’e´coulement en couche mince, tout en gardant entier
le syste`me d’e´quations qui re´git l’e´coulement, l’avantage e´tant de pouvoir diminuer la
dimension horizontale des e´le´ments dans les zones ou` les quantite´s pre´sentent les varia-
tions horizontales les plus importantes. Pour notre e´coulement, ces zones sont le doˆme
(x1 = 0) et le bord de la calotte (x1 = L). Par ailleurs, la condition de vitesse nulle au
contact du lit rocheux conduit a` un gradient vertical de vitesses plus e´leve´ dans la zone
proche du lit rocheux que vers la surface libre. Par conse´quent, le maillage est affine´
dans le sens horizontal dans la zone proche de l’axe du doˆme et dans le sens vertical dans
la zone proche du lit rocheux.
Un maillage est caracte´rise´ par les nombres de bandes de 4T6 horizontales Nb1 et
verticales Nb2. Le nombre de nœuds est Nd = 8Nb1Nb2 + 2(Nb1 +Nb2) + 1 et le nombre
d’e´le´ments T6 est Nel = 4Nb1Nb2. La progression de la taille des e´le´ments 4T6 est de´finie
par une suite ge´ome´trique de raison r1 pour l’horizontale et r2 pour la verticale, l’e´le´ment
de base e´tant pris dans le coin de´fini par l’intersection de l’axe du doˆme et du lit rocheux.
Nous avons re´alise´ des tests nume´riques en fixant Nb1 = 60 et Nb2 = 10, soit Nd =
4941, pour mesurer l’influence des raisons r1 et r2 sur le champ des vitesses. La glace
est suppose´e isotrope et isotherme lors de ces tests. Les re´sultats sont compare´s a` une
solution dite ”de re´fe´rence” obtenue avec un maillage contenant beaucoup plus de nœuds
(Nb1 = 80, Nb2 = 15, soit Nd = 9791) mais dont la taille des e´le´ments ne varie pas (i.e.
r1 = r2 = 1). L’objectif est d’obtenir avec le maillage contenant le moins de nœuds
possible un champ de vitesses le plus proche possible de la solution ”de re´ference”, en
jouant sur la valeur des raisons r1 et r2.
Dans le sens horizontal, si r1 = 1, le calcul des vitesses est moins bon au voisinage de
l’axe, mais si r1 est trop grand (r1 > 1.03) le maillage devient vraiment trop laˆche pour
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Fig. 6.2 : Exemple de maillage lorsque Nb1 = 60, Nb2 = 15, r1 = 1.1 et r2 = 1.1.
L’e´chelle selon la verticale est 20 fois supe´rieure a` celle selon l’horizontale. On peut
observer la progression de la taille des e´le´ments selon l’horizontale et la verticale.
repre´senter correctement les variations de vitesses au front (a` droite sur la Figure 6.2).
Une valeur r1 = 1.01 semble convenir pour satisfaire, ”au mieux”, a` ces deux conditions.
Il est possible d’adopter une valeur supe´rieure a` r1 = 1.01 pour r2 selon la verticale
puisque le nombre de bandes est moins important que selon l’horizontale (Nb2 < Nb1).
Les tests que nous avons effectue´s montrent qu’une valeur r2 = 1.1 n’affecte pas trop
l’approximation des vitesses en surface et ame´liore notablement le calcul des vitesses aux
nœuds proches du lit rocheux.
Au bord de la calotte, en x1 = L, la pre´sence d’un point d’arreˆt peut conduire a` des
proble`mes nume´riques. De plus, avec un maillage par bandes, comme la surface coupe le
lit rocheux en ce point, tous les nœuds de la dernie`re verticale sont confondus. Pour ces
raisons, le domaine est coupe´ le´ge`rement avant le point d’arreˆt (≈ 1% de L), de fac¸on
a` cre´er un front vertical de l’ordre du tiers de la hauteur au doˆme. Ceci ne change pas
e´norme´ment le profil de la surface de Vialov (1958) qui se termine de´ja` par un front tre`s
raide (mais pas vertical).
La Figure 6.2 montre le maillage de la calotte the´orique, de rapport d’aspect ǫ =
0.018, lorsque Nb1 = 60, Nb2 = 15, r1 = 1.01 et r2 = 1.1, soit un nombre total de
nœuds Nd = 7351 et d’e´le´ments T6 Nel = 3600. On peut observer sur la Figure 6.2 la
progression de la taille des e´le´ments selon l’horizontale et la verticale.
Dans la suite, comme Mangeney (1996), nous nous inte´ressons principalement a` la
zone du doˆme (x1 < 20H0). Ne´anmoins, nous avons choisi de mailler comple`tement
le domaine plutoˆt que d’influencer l’e´coulement en imposant une condition de type
cine´matique en x1 = 20H0 (Mangeney, 1996; Schott Hvidberg et al., 1997). C’est pour
cette raison que le maillage n’est pas affine´ dans la zone du bord en x1 = L. Pour avoir
un champ de vitesses pre´cis au niveau de cette zone, il faudrait proce´der de la meˆme
manie`re que pour le doˆme, ce qui augmenterait le nombre de nœuds.
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Fig. 6.3 : (a) : Evolution de la concentration de la fabrique Ro en fonction de la profon-
deur dans le forage de GRIP : valeurs mesure´es par Thorsteinsson et al., 1997 (cercle)
et fonction (6.27) adopte´e (courbe). (b) : Evolution des parame`tres ki correspondants
en fonction de la hauteur re´duite xˆ2.
6.5 Comparaison d’e´coulements
6.5.1 Valeurs des parame`tres de comparaison
Dans les paragraphes suivants, nous comparons les e´coulements obtenus en faisant va-
rier les parame`tres d’entre´es du mode`le. Les diffe´rents champs impose´s (fabriques,
tempe´ratures) sont de´finis ci-dessous. La recherche de la surface libre n’est pas effectue´e.
Nous comparons donc les e´coulements qui sont stationnaires pour une meˆme surface
impose´e, et par conse´quent pour des taux d’accumulation diffe´rents.
6.5.1.1 De´finition du champ de fabriques ”GRIP”
Comme Mangeney (1996), pour mettre en e´vidence l’effet de la fabrique, nous comparons
les e´coulements de glace isotrope (k1 = k2 = k3 = 1 sur tout le domaine) et de glace
anisotrope dont la fabrique est celle mesure´e dans le forage de GRIP (Groenland).
Les fabriques observe´es dans le forage de GRIP sont pre´sente´es au paragraphe 5.3. La
Figure 6.3a pre´sente les valeurs deRomesure´es par Thorsteinsson et al. (1997) en fonction
de la profondeur dans le forage de GRIP, ainsi que la fonction polynomiale adopte´e pour
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de´crire continuˆment l’e´volution de Ro. En introduisant la hauteur re´duite1de´finie par :
(6.26) xˆ2 = x2/H(x1),
l’e´volution de Ro dans le forage de GRIP est bien de´crite pour des profondeurs infe´rieures
a` 2800m par la forme suivante :
(6.27) Ro(x2) = 0.945(1− xˆ22),
ou` xˆ2 = x2/3003 pour le forage de GRIP.
Dans notre mode`le, la fabrique est de´finie a` partir de l’ODF parame´tre´e (3.34). Pour
une fabrique orthotrope de re´volution autour de l’axe e2, d’apre`s les re´sultats obtenus
au paragraphe 3.5.2, les parame`tres de l’ODF donne´e par (3.34) ve´rifient les relations
k1 = k3 et ϕ
o = 0. En introduisant dans (5.14) les expressions de l’ODF parame´tre´e
(3.34) et de c donne´e par (3.2), il vient la relation suivante, donnant l’expression des
parame`tres ki en fonction du degre´ d’orientation Ro :
(6.28) k−21 = k
−2
3 = k2 =
(
1−Ro
1 +Ro
)2/3
.
En reportant la valeur observe´e de Ro ajuste´e selon l’expression (6.27) dans l’e´quation
(6.28), nous obtenons l’e´volution des parame`tres ki en fonction de la hauteur re´duite xˆ2
pour le forage de GRIP. Cette e´volution est donne´e sur la Figure 6.3b.
Dans la suite, a` de´faut de connaˆıtre le champ (selon x1 et x2) de fabriques re´el,
nous faisons, comme Mangeney (1996) l’hypothe`se que l’e´volution des parame`tres ki est
uniquement fonction de la hauteur re´duite xˆ2, en tout point du domaine.
Cette hypothe`se est discutable puisque la forme des fabriques de GRIP est proba-
blement fortement de´pendante du fait que le forage est localise´ a` un doˆme. Ne´anmoins,
elle va nous permettre de quantifier l’influence de l’anisotropie sur l’e´coulement. Au
Chapitre 8, nous calculerons le champ de fabriques, et donc les ki(x1, x2) et ϕ
o(x1, x2),
compatible avec un e´coulement stationnaire et pour la meˆme ge´ome´trie de calotte.
6.5.1.2 De´finition du champ de tempe´ratures ”GRIP”
De meˆme que pour la fabrique, pour tester l’influence de la tempe´rature sur l’e´coulement,
nous comparons l’e´coulement isotherme a` l’e´coulement obtenu lorsque la tempe´rature
varie en fonction de la profondeur.
Le profil de tempe´rature adopte´ est celui mesure´ dans le forage de GRIP (Gundestrup
et al., 1993; The Greenland Summit Ice Cores CD-ROM, 1997). La Figure (6.4) pre´sente
l’e´volution de la tempe´rature mesure´e dans le forage de GRIP en fonction de la profondeur
et de la hauteur re´duite xˆ2, ainsi que son approximation par la fonction continue adopte´e
lors des essais nume´riques. La tempe´rature, comme la fabrique, est suppose´e varier en
fonction de la hauteur re´duite xˆ2 de fac¸on identique sur tout le domaine.
1A ne pas confondre avec la hauteur adimensionne´e x˜2 = x2/H0.
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Fig. 6.4 : Evolution de la tempe´rature en fonction de la profondeur (gauche) et de la hau-
teur re´duite xˆ2 (droite) dans le forage de GRIP : valeurs mesure´es d’apre`s Gundestrup
et al. (1993) (cercle) et fonction continue adopte´e (courbe). La courbe tirete´e repre´sente
la valeur moyenne T = −27.9oC.
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6.5.1.3 Diffe´rents comportements de grain
Pour un essai donne´, le comportement du grain est identique sur tout le domaine. Pour
tous les essais, la valeur de B1 = B1(−10oC) est identique et nous faisons varier les
parame`tres microscopiques β et γ, la valeur de ψ e´tant de´termine´e en utilisant la relation
(4.27). Pour une tempe´rature T , la valeur de la fluidite´ B1(T ) est donne´e par la relation
(1.4), ou` l’e´nergie d’activation vaut Q = 78 kJmol−1.
6.5.1.4 Diffe´rents types d’e´coulement
Nous comparons les e´coulements plan (de´formations planes) et axisyme´trique.
6.5.1.5 Caracte´risation d’un e´coulement
Le Tableau 6.2 pre´sente les diffe´rentes valeurs que peuvent prendre les entre´es du mode`le.
Pour caracte´riser un essai, nous utilisons la notation suivante {Type d’e´coulement, Pa-
rame`tres du grain, Fabrique, Tempe´rature} ou` les diffe´rents parame`tres sont de´finis dans
le Tableau 6.2. Par exemple, {AXI, Gr2, FGRIP , T−27.9} signifie que l’e´coulement est
axisyme´trique, le comportement du grain est Gr2 (β = 0.01 et γ = 1.0), le champ de
fabriques est ”GRIP”, et le champ de tempe´ratures est isotherme avec T = −27.9oC.
Type d’e´coulement
De´formations planes Axisyme´trique
DP AXI
Grain
β 0.1 0.01 0.3 0.1 0.1
γ 1.0 1.0 1.0 0.7 3.5
Code Gr1 Gr2 Gr3 Gr4 Gr5
Fabrique
Isotrope ”GRIP”
FISO FGRIP
Tempe´rature
Isotherme ”GRIP”
TT oC TGRIP
Tab. 6.2: Caracte´risation d’un e´coulement.
Dans les paragraphes suivants, nous comparons les re´sultats a` l’e´coulement de re´fe´rence
{DP , Gr1, FGRIP , T−27.9}. Nous e´tudions successivement l’effet du comportement du
grain, de la fabrique, de la tempe´rature et du type d’e´coulement (de´formations planes
ou axisyme´trique). Nous nous limitons a` la comparaison des vitesses en surface (vitesse
horizontale et accumulation) et a` celle des profils verticaux de vitesses. Une analyse plus
de´taille´e des champs de contraintes et vitesses de de´formation sera faite au Chapitre 8
sur les e´coulements obtenus par la me´thode couple´e.
6.5.2 Influence de la fabrique
Pour mettre en e´vidence l’influence de la fabrique sur l’e´coulement, nous comparons les
e´coulements {DP , Gr1, FISO, T−27.9} et {DP , Gr1, FGRIP , T−27.9} (cf. Tableau 6.2
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pour la de´finition des notations).
La Figure 6.5 compare les vitesses adimensionne´es horizontales (a et c) et verticales
(b et d) pour les e´coulements a` fabrique ”GRIP” (trait plein) et a` fabrique isotrope
(tirets). En accord avec les re´sultats obtenus par Mangeney (1996), l’e´coulement de
glace anisotrope (GRIP) est approximativement deux fois plus rapide que l’e´coulement
de glace isotrope. Nos re´sultats diffe`rent cependant puisque nous n’avons pas adopte´ la
meˆme surface ni le meˆme comportement de grain (le comportement du grain du mode`le
de Mangeney (1996) est tel que β = 0).
Pour quantifier l’influence du champ de fabriques ”GRIP” sur la forme des profils
verticaux de vitesses, nous avons trace´ sur la Figure 6.5c (pointille´s) le profil vertical
de vitesse horizontale pour la glace isotrope tel que la vitesse en surface soit e´gale a`
celle obtenue avec la glace anisotrope. Ceci revient a` multiplier le champ de vitesses
de la glace isotrope par 1.8. La comparaison de cette courbe avec celle de l’e´coulement
anisotrope montre que, au voisinage du lit rocheux, le gradient de de´formation horizontale
est plus important avec le champ de fabriques ”GRIP” qu’avec le champ isotrope. La
forme particulie`re du champ de fabriques ”GRIP” impose´, entraˆıne une augmentation
progressive en fonction de la profondeur de la fluidite´ en cisaillement paralle`lement a`
l’axe horizontal. Par conse´quent, la glace profonde est approximativement 2.17 fois plus
facile a` cisailler que celle de surface (valeur de ψ/B1 pour β = 0.1 et γ = 1.0), d’ou` la
diffe´rence entre la courbe pleine et celle en pointille´s sur la Figure 6.5c.
Notons que la solution analytique de Vialov (1958) (repre´sente´e par les symboles + sur
la Figure 6.5) donne une bonne approximation des champs de vitesses pour l’e´coulement
isotrope isotherme, meˆme si le rapport d’aspect de notre calotte est supe´rieur a` la va-
leur adopte´e en ge´ne´ral pour faire cette approximation (soit ǫ = 10−3 Hutter, 1993;
Ritz, 1992). Ne´anmoins, l’observation des profils verticaux de vitesses indique que cette
solution sous e´value les vitesses verticales de l’ordre de 5% en x˜1 = 20 et de 15% en
x˜1 = 0 (e´cart maximum), par rapport a` la solution donne´e par la me´thode des e´le´ments
finis. Ceci confirme que l’approximation de la couche mince a` l’ordre 0 est d’autant
moins bonne que l’on se rapproche de l’axe de syme´trie de la calotte ou` les gradients
horizontaux des vitesses ne sont plus ne´gligeables par rapport aux gradients verticaux.
6.5.3 Influence de la tempe´rature
Pour mettre en e´vidence l’influence de la tempe´rature sur l’e´coulement, nous comparons
les e´coulements {DP , Gr1, FGRIP , T−19.8} et {DP , Gr1, FGRIP , TGRIP } (cf. Tableau
6.2 pour la de´finition des notations).
La tempe´rature dans le forage de GRIP croˆıt de −31.7◦C en surface a` −8.4◦C
au contact du lit rocheux, soit une variation de 23.3◦C. La relation (1.4) donnant la
de´pendance du parame`tre de la loi de Glen B1 a` la tempe´rature montre que la fluidite´
de la glace isotrope B1(T ) a` −8.4◦C est approximativement trente fois plus grande que
celle a` −31.7◦C.
Selon les re´sultats de Pimienta et al. (1987), la fluidite´ en cisaillement d’un polycristal
dont tous les axes−c ont la meˆme orientation est environ dix fois celle de la glace isotrope
a` la meˆme tempe´rature. Avec le mode`le a` contraintes homoge`nes ce rapport vaut au
maximum 2.5. Par conse´quent, la diffe´rence de comportement due a` la variation de
tempe´rature entre les glaces de surface et les glaces profondes va influencer le champ
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Fig. 6.5 : Influence de la fabrique. Comparaison des profils de vitesses pour les
e´coulements {DP , Gr1, FGRIP , T−27.9} (trait plein) et {DP , Gr1, FISO, T−27.9} (ti-
rets). (a) : vitesse horizontale u¯1 en surface ; (b) : accumulation b en surface ; (c) :
profil de vitesse horizontale ˜¯u1 en x˜1 = 20 ; (d) : profil de vitesse verticale ˜¯u2 en x˜1 = 0
(courbe et ◦) et x˜1 = 20 (courbe seule). Sur chaque graphe la solution analytique de
Vialov (1958) pour l’e´coulement 2D isotrope isotherme (G.6) est repre´sente´e par les +.
Sur le graphe (c) est repre´sente´ par des pointille´s le profil de vitesse de la glace isotrope
tel que la vitesse horizontale en surface soit e´gale a` celle de l’e´coulement anisotrope.
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Fig. 6.6 : Influence de la tempe´rature. Comparaison des profils de vitesse pour les
e´coulements {DP , Gr1, FGRIP , T−19.8} (trait plein) et {DP , Gr1, FGRIP , TGRIP } (ti-
rets). Les pointille´s repre´sentent les vitesses pour l’e´coulement {DP , Gr1, FISO, TGRIP }.
(a) : vitesse horizontale u¯1 en surface ; (b) : accumulation b en surface ; (c) : profil de
vitesse horizontale ˜¯u1 en x˜1 = 20 ; (d) : profil de vitesse verticale ˜¯u2 en x˜1 = 20.
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de vitesses de fac¸on certainement plus visible que l’effet de la fabrique sur une glace
isotherme.
Pour faire la comparaison, la tempe´rature du champ isotherme est prise e´gale a`
T = −19.8◦C. Cette valeur est choisie de fac¸on a` obtenir la meˆme vitesse horizontale en
surface en x˜1 = 20 pour les e´coulements isotherme et a` tempe´rature ”GRIP” (cf. Figure
6.4).
Sur la Figure 6.6 est trace´ (pointille´s) le champ de vitesses obtenu pour une fabrique
isotrope et le champ de tempe´ratures ”GRIP”. Cet e´coulement (pointille´s) est globa-
lement moins rapide que celui anisotrope isotherme (trait plein), meˆme si pre`s du lit
rocheux les vitesses sont supe´rieures pour l’e´coulement isotrope a` tempe´rature ”GRIP”.
La Figure 6.6c montre l’influence du champ de tempe´ratures sur la forme du profil
vertical de vitesse horizontale. Nous observons, en x˜1 = 20, que la glace est cisaille´e sur
une bande d’e´paisseur 0.2H pour l’e´coulement a` tempe´rature ”GRIP”, tandis que cette
bande est de 0.8H pour l’e´coulement isotherme. La comparaison des vitesses horizon-
tales en x˜1 = 20 pour les e´coulements a` tempe´rature ”GRIP” montre que la vitesse de
l’e´coulement anisotrope est deux fois supe´rieure a` celle de l’e´coulement isotrope. Cette
valeur est a` comparer a` celle de 1.8 obtenue lorsque le champ de tempe´ratures est iso-
therme. Ceci montre qu’un champ de tempe´ratures variable en fonction de la profon-
deur, tel que celui de GRIP, augmente l’effet de l’anisotropie par rapport a` un champ
isotherme, en concentrant la de´formation dans les zones profondes chaudes ou` la fabrique
est concentre´e.
6.5.4 Influence du comportement du grain
Pour mettre en e´vidence l’influence du comportement du grain, nous e´tudions se´parement
l’influence de β et γ. Nous rappelons que tous les e´coulements sont calcule´s pour
une meˆme valeur de B1, la valeur de ψ e´tant calcule´e par (4.27) pour chaque couple
(β, γ). Pour e´tudier l’influence de β, nous comparons les e´coulements {DP , Gr1, FGRIP ,
T−27.9}, {DP , Gr2, FGRIP , T−27.9} et {DP , Gr3, FGRIP , T−27.9}, puis pour celle de γ
les e´coulements {DP , Gr1, FGRIP , T−27.9}, {DP , Gr4, FGRIP , T−27.9} et {DP , Gr5,
FGRIP , T−27.9} (cf. Tableau 6.2 pour la de´finition des notations). Le lecteur se reportera
au paragraphe 2.2.1 pour la de´finition des parame`tres du grain β et γ.
La Figure 6.7 montre l’influence du parame`tre β sur l’e´coulement de la calotte polaire.
Pour le grain, β est le rapport entre la fluidite´ en cisaillement dans le plan de base et
celle paralle`le au plan de base. Nous avons vu que, pour une meˆme valeur de B1, plus
β est petit, plus la de´formation du grain en cisaillement paralle`lement au plan de base
est aise´e. Etant donne´ la forme particulie`re du champ de fabriques impose´ (GRIP, i.e.
concentration des axes−c vers la verticale), nous obtenons une re´ponse similaire de la
calotte polaire, i.e. plus β est petit plus l’e´coulement de la calotte polaire est acce´le´re´.
Le rapport des fluidite´s en cisaillement paralle`lement au plan de base du grain, ψ,
pour β = 0.01 et β = 0.3 vaut ψ(β=0.01)/ψ(β=0.3) = 1.43. Pour la calotte polaire, le
rapport entre les vitesses en surface en x˜1 = 20 pour β = 0.01 et β = 0.3 est de l’ordre
de 1.35. La valeur 1.43 correspond a` la valeur maximum qui serait atteinte pour une
nappe infinie d’e´paisseur uniforme soumise a` un cisaillement simple et dont tous les grains
auraient exactement la meˆme orientation verticale. Dans notre application, aucune de
ces conditions n’est remplie et il est donc logique de trouver un rapport des vitesses de
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Fig. 6.7 : Influence du parame`tre β. Comparaison des profils de vitesse pour γ = 1.0 et
β = 0.01 (pointille´s), β = 0.1 (trait plein) et β = 0.3 (tirets). (a) : vitesse horizontale
u¯1 en surface ; (b) : accumulation b en surface ; (c) : profil de vitesse horizontale ˜¯u1
en x˜1 = 20 ; (d) : profil de vitesse verticale ˜¯u2 en x˜1 = 20.
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surface infe´rieur a` 1.43.
Sur la Figure 6.8, nous observons que l’influence du parame`tre microscopique γ est
nettement moins importante que celle de β. Rappelons que γ repre´sente le rapport entre
les fluidite´s du grain en compression-traction selon une direction contenue dans le plan
de base et selon la direction de l’axe−c.
Au paragraphe 5.2.2, nous avons montre´ que pour des essais de compression-traction
sur un polycristal initialement isotrope, l’influence de γ e´tait de la meˆme importance que
celle de β, voire supe´rieure . Or, au sein de la calotte polaire, au voisinage du lit rocheux
ou` tous les axes−c des grains sont oriente´s verticalement, le mode de de´formation est
principalement un cisaillement paralle`le a` l’axe horizontal. Par conse´quent, il est logique
que l’influence de γ a` l’e´chelle de la calotte polaire soit beaucoup moins marque´e que
celle de β.
Ne´anmoins, pour une meˆme valeur de β, nous observons que plus γ est grand (i.e.
plus le grain est facile a` de´former en compression-traction selon une direction contenue
dans le plan de base par rapport a` la direction de l’axe−c) plus l’e´coulement de la calotte
polaire est rapide. Une explication de ce re´sultat peut eˆtre donne´e en observant que, pour
des valeurs de B1 et β identiques, la fluidite´ en cisaillement ψ, donne´e par (4.27), est
d’autant plus importante que γ est grand. Par exemple, pour β = 0.1, le rapport ψ/B1
vaut 2.17 pour γ = 1.0, et 2.25 pour γ = 3.5. Par conse´quent, puisque c’est au voisinage
du lit rocheux, ou` la fabrique est concentre´e, que la glace subit le plus de de´formation,
l’e´coulement a` l’e´chelle de la calotte polaire est d’autant plus rapide que ψ est grand, et
donc que γ est grand.
6.5.5 Influence du type d’e´coulement
Pour mettre en e´vidence l’influence du type de l’e´coulement nous comparons les e´coulements
{DP , Gr1, FGRIP , T−19.8} et {AXI, Gr1, FGRIP , T−19.8} (cf. Tableau 6.2 pour la
de´finition des notations).
Les re´sultats analytiques pre´sente´s en Annexe G montrent que, dans l’hypothe`se de
la couche mince a` l’ordre 0, pour une meˆme surface et une glace isotrope, les e´coulements
plan et axisyme´trique conduisent au meˆme champ de vitesses horizontales. La Figure
6.9 indique que cette proprie´te´ est conserve´e pour l’e´coulement de glace isotherme dont
la fabrique est celle de GRIP. Nous avons aussi ve´rifie´ que cette proprie´te´ e´tait conserve´e
lorsque le champ de tempe´ratures n’est pas isotherme.
De meˆme que pour l’e´coulement isotrope (cf. Annexe G), l’accumulation en surface
ne´cessaire pour obtenir la stationnarite´ de la surface est deux fois plus importante pour
l’e´coulement axisyme´trique que pour l’e´coulement plan (cf. Figure 6.9b). Les vitesses
verticales de l’e´coulement axisyme´trique sont approximativement deux fois supe´rieures
a` celles obtenues avec l’e´coulement plan (2.0 en x˜1 = 0 et 1.92 en x˜1 = 20).
Pour illuster l’influence du type de l’e´coulement, nous avons trace´ sur les Figure 6.10
et 6.11 l’e´volution de l’aˆge en fonction de la profondeur en x1 = 10, et les lignes de
courant obtenues pour les deux types d’e´coulement, respectivement. Pour une meˆme
profondeur, l’e´coulement axisyme´trique pre´voit un aˆge de la glace deux fois plus jeune
que l’e´coulement plan, et les lignes de courant de l’e´coulement axisyme´trique descendent
beaucoup plus profond que celles de l’e´coulement plan. Ceci montre l’influence du choix
du type de l’e´coulement, sachant que les conditions d’un e´coulement re´el se situe entre ces
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Fig. 6.8 : Influence du parame`tre γ. Comparaison des profils de vitesse pour β = 0.1 et
γ = 0.7 (pointille´s), γ = 1.0 (trait plein) et γ = 3.5 (tirets). (a) : vitesse horizontale u¯1
en surface ; (b) : accumulation b en surface ; (c) : profil de vitesse horizontale ˜¯u1 en
x˜1 = 20 ; (d) : profil de vitesse verticale ˜¯u2 en x˜1 = 20.
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Fig. 6.9 : Influence du type d’e´coulement. Comparaison des profils de vitesse pour les
e´coulements {DP , Gr1, FGRIP , T−19.8} (trait plein) et {AXI, Gr1, FGRIP , T−19.8}
(tirets). (a) : vitesse horizontale u¯1 en surface ; (b) : accumulation b en surface ; (c) :
profil de vitesse horizontale ˜¯u1 en x˜1 = 20 ; (d) : profil de vitesse verticale ˜¯u2 en x˜1 = 0
(courbe et ◦) et en x˜1 = 20 (courbe seule).
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Fig. 6.10 : Evolution de l’aˆge adimensionne´ en fonction de la hauteur re´duite en x1 = 10
pour les e´coulement plan (trait continu) et axisyme´trique (tirets).
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Fig. 6.11 : Lignes de courant obtenues pour les e´coulement plan (trait continu) et axi-
syme´trique (tirets). Le calcul des lignes de courant est explique´ dans le Chapitre suivant
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deux types d’e´coulement bidimensionnels. Ces re´sultats sont similaires a` ceux obtenus
par Schott Hvidberg (1996).
Nous verrons dans le Chapitre 8 que le type d’e´coulement influence la forme des
fabriques obtenues a` la convergence du calcul couple´ des vitesses et de la fabrique.
6.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pose´ les e´quations qui re´gissent l’e´coulement, plan ou
axisyme´trique, de glace orthotrope. Nous avons formule´ le proble`me sous forme varia-
tionnelle et pose´ les e´quations qui permettent sa re´solution par la me´thode des e´le´ments
finis.
En un point du domaine, le comportement local du polycristal de glace de´pend de la
fabrique (3 parame`tres de l’ODF parame´tre´e (3.34)), de la tempe´rature et du comporte-
ment microscopique du grain (ψ, β et γ suppose´s identiques sur tout le domaine).
Ensuite, nous avons re´alise´ une se´rie de comparaisons avec pour objectif de quantifier
l’influence de la fabrique, de la tempe´rature, du comportement du grain et du type
d’e´coulement. Ces tests, re´alise´s pour une meˆme surface libre suppose´e eˆtre la surface
de l’e´coulement stationnaire, montrent que :
- l’influence d’un champ de fabriques tel que celui observe´ a` GRIP peut conduire, suivant
le comportement du grain, a` un e´coulement deux fois plus rapide que celui de glace
isotrope a` la meˆme tempe´rature.
- cette acce´le´ration de l’e´coulement est encore amplifie´e lorsque la tempe´rature n’est plus
isotherme mais e´volue en fonction de la profondeur comme la tempe´rature observe´e a`
GRIP.
- l’e´coulement est plus sensible au parame`tre microscopique β qu’a` γ pour une meˆme
valeur du parame`tre de la glace isotrope B1.
- le type d’e´coulement (de´formations planes ou axisyme´trique) n’influence que le champ
des vitesses verticales, avec des vitesses verticales pour l’e´coulement axisyme´trique ap-
proximativement deux fois supe´rieures a` celles de l’e´coulement plan.
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Chapitre 7
Evolution de la fabrique pour un
champ de vitesses donne´
7.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous de´taillons la me´thode utilise´e pour calculer la fabrique en tout
point du domaine, pour un champ de vitesses donne´, et en supposant le comportement
du polycristal connu en tout point, et la fabrique de surface isotrope. Cette me´thode
utilise les lignes de courant de l’e´coulement pour calculer l’e´volution de la fabrique.
Ensuite, nous comparons les re´sultats des quatre me´thodes d’e´volution de la fabrique
pre´sente´es au paragraphe 3.6, en calculant l’e´volution de la fabrique le long d’une ligne
de courant de la calotte polaire the´orique utilise´e au Chapitre 6. L’objectif de cette
comparaison est de montrer que les re´sultats obtenus avec l’hypothe`se implicite d’une
fabrique orthotrope (i.e. en utilisant l’ODF parame´tre´e (3.34)) sont similaires a` ceux ou`
la fabrique est quelconque (i.e. soit en utilisant une description de la fabrique sous forme
de grains discrets, soit avec l’ODF discre´tise´e).
Enfin, nous appliquons cette me´thode a` l’ensemble du domaine, en adoptant l’ODF
parame´tre´e (3.34) comme mode`le de repre´sentation de la fabrique.
7.2 Evolution de la fabrique le long d’une ligne de courant
7.2.1 Proble`me a` re´soudre
Le proble`me a` re´soudre est le suivant : ”pour un domaineD, connaissant le comportement
du mate´riau, le champ de vitesses sur ce domaine et la fabrique sur les frontie`res ou` la
matie`re entre (surface libre ou` la fabrique est isotrope), calculer le champ de fabriques
stationnaire pour cet e´coulement”.
Notons que ceci ne revient pas a` calculer le champ de fabriques pour l’e´coulement
stationnaire. La de´termination des champs de vitesses et de fabriques correspondant a`
l’e´coulement stationnaire pour une ge´ome´trie donne´e est l’objet du Chapitre 8.
L’e´volution de la fabrique est entie`rement de´finie par l’e´quation de la conservation
du nombre de grains (3.10), ou` les vitesses de rotation des grains θ˙ et ϕ˙ sont donne´es
par (3.43) dans le cas particulier d’e´coulements plan ou axisyme´trique. Les champs
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des contraintes de´viatoires S¯11, S¯22 et S¯12 et le champ des vitesses de rotation W¯12
apparaissant dans les e´quations (3.43) sont des donne´es calcule´es par la me´thode des
e´le´ments finis.
La condition de stationnarite´ ∂(f sin θ)/∂t = 0 implique que l’e´quation (3.10) se sim-
plifie sous la forme suivante
(7.1)
∂f sin θ
∂xi
u¯i +
∂θ˙f sin θ
∂θ
+
∂ϕ˙f sin θ
∂ϕ
= 0.
7.2.2 Me´thode des lignes de courant
Comme nous avions utilise´ la me´thode des lignes de courant pour re´soudre l’e´quation de
la conservation de la masse dans le ne´ve´ compressible (Gagliardini et Meyssonnier, 1997),
nous adoptons cette me´thode pour re´soudre l’e´quation de la conservation du nombre de
grains pour les glaces anisotropes. Chastel et al. (1993) ont applique´ cette me´thode
pour mode´liser l’e´volution de la fabrique dans le manteau supe´rieur. La plupart des
applications propose´es dans la litte´rature utilisent une description sous forme de grains
discrets pour la fabrique (Mathur et al., 1990; Kocks et al., 1991; Chastel et al., 1993).
Notons que la plupart des maillages restent de taille raisonnable (i.e. nombre de nœuds
infe´rieur a` 1000) mais que certaines applications sont tridimensionnelle (Beaudoin et al.,
1993)
La me´thode des lignes de courant consiste a` re´soudre l’e´quation (7.1) en suivant le po-
lycristal le long de sa trajectoire depuis la surface ou` la fabrique est connue. L’e´coulement
e´tant suppose´ stationnaire, les trajectoires et les lignes de courant sont confondues. C’est
donc une me´thode de type Lagrangienne ou` l’e´volution de la fabrique est de´termine´e en
suivant le polycristal dans son mouvement le long de sa trajectoire au sein de la calotte
polaire.
En introduisant l’abscisse curviligne s le long de la ligne de courant, et u¯s la vitesse
tangente a` la ligne de courant, l’e´quation (7.1) se met sous la forme :
(7.2)
∂f sin θ
∂s
u¯s +
∂θ˙f sin θ
∂θ
+
∂ϕ˙f sin θ
∂ϕ
= 0.
D’un point de vue nume´rique, le champ de vitesses e´tant connu, la ligne de courant
est calcule´e en re´solvant le syste`me d’e´quations :
(7.3)
∣∣∣∣∣∣∣∣
dx1
d t
= u¯1
dx2
d t
= u¯2
.
Ceci est re´alise´ par la me´thode de Runge-Kutta d’ordre 2, en utilisant le champ
de vitesses donne´ par le calcul des e´le´ments finis. Simultane´ment, l’e´quation (7.2) est
re´solue par une me´thode de type implicite, de´pendante du mode`le de repre´sentation de
la fabrique. Nous avons pre´sente´ au paragraphe 3.6 quatre me´thodes diffe´rentes pour
re´soudre l’e´quation de la conservation du nombre de grains : la premie`re utilise le mode`le
de grains discrets, la seconde repre´sente la fabrique a` l’aide de l’ODF discre´tise´e sur la
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sphe`re des orientations et les deux dernie`res me´thodes sont base´es sur l’utilisation de
l’ODF parame´tre´e (3.34).
En remarquant que dans l’e´quation (7.2) le terme (∂(f sin θ)/∂s)u¯s peut eˆtre remplace´
par ∂(f sin θ)/∂ts, ou` ts mesure le temps qui s’e´coule pour le polycristal depuis son
de´part en surface le long de sa ligne de courant, l’e´quation (7.2) est alors formellement
identique a` l’e´quation (3.17) re´solue au paragraphe 3.6. Par conse´quent, les quatre
me´thodes pre´sente´es au paragraphe 3.6 sont applicables directement a` la re´solution de
l’e´volution de la fabrique le long d’une ligne de courant. Dans le paragraphe suivant,
nous comparons les e´volutions de la fabrique le long d’une ligne de courant calcule´es par
ces quatre me´thodes.
7.2.3 Adimensionnement
Comme pour le calcul des vitesses, nous faisons le calcul de l’e´volution de la fabrique
sous forme adimensionne´e.
En notant
˜˙
θ = θ˙/(ρgH0B1) et ˜˙ϕ = ϕ˙/(ρgH0B1) et en utilisant le Tableau 6.1 pour
adimensionner l’abscisse curviligne s et la vitesse u¯s, l’e´quation (7.2) est re´e´crite sous
forme adimensionnelle, comme :
(7.4)
∂f sin θ
∂s˜
˜¯us +
∂
˜˙
θf sin θ
∂θ
+
∂ ˜˙ϕf sin θ
∂ϕ
= 0.
Le fait d’obtenir la meˆme e´quation sous forme adimensionnelle montre que le calcul
de la fabrique en un point de l’espace des coordonne´es adimensionne´es de la ligne de
courant, pour une famille de ge´ome´trie de calotte ayant le meˆme rapport d’aspect ǫ et
un meˆme champ de tempe´ratures, ne de´pend que des parame`tres β et γ du grain. En
particulier, le calcul d’e´volution de la fabrique ne de´pend pas de la valeur de B1(−10◦),
ni de la valeur des forces de volume ρg, ni de H0.
7.3 Comparaison des quatre me´thodes
7.3.1 Nombre de parame`tres et temps de calcul
Le Tableau 7.1 pre´sente les particularite´s propres a` chacune des quatre me´thodes d’e´volution
de la fabrique.
Le nombre de parame`tres ne´cessaires a` la description de la fabrique varie de 3 pour
l’ODF parame´tre´e a` 32400 lorsque la fabrique est de´crite a` l’aide de l’ODF discre´tise´e
sur la sphe`re des orientations avec une discre´tisation de 1◦ × 1◦. Les deux dernie`res
lignes du Tableau 7.1 comparent la dure´e du calcul de l’e´volution de la fabrique de t a`
t + dt pour les quatre me´thodes lorsque la fabrique a` t est isotrope et tre`s concentre´e,
respectivement. L’unite´ de temps utilise´e correspond a` environ 10−4s sur notre station
de travail (HP9000-712/80).
Le temps de calcul des me´thodes grains discrets et ODF discre´tise´e ne de´pend pas
de la fabrique, puisque la proce´dure de calcul est une boucle sur le nombre de grains et
de ”boˆıtes”, respectivement. Il apparaˆıt clairement que l’ODF discre´tise´e, tant par le
nombre de donne´es a` ge´rer (boˆıtes) que par le temps de calcul, n’est pas du tout adapte´e
a` notre proble`me.
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Nom Grains ODF discre´tise´e
ODF parame´tre´e:
Moindres carre´s
ODF parame´tre´e:
Me´thode directe
Nombre de
parame`tres
882 grains 32400 ”boˆıtes” k2, k3 et ϕ
o k2, k3 et ϕ
o
Type de fabrique quelconque quelconque orthotrope orthotrope
Temps (Fab.
Iso.)
69 1800 274 1
Temps (Fab.
concentre´e)
69 1800 19650 5
Tab. 7.1 : Comparaison des quatre me´thodes d’e´volution de la fabrique. Les lignes 3
et 4 donnent le temps de calcul pour l’e´volution pendant un pas de temps dt lorsque la
fabrique a` t est isotrope et tre`s concentre´e, respectivement.
Pour les deux me´thodes utilisant l’ODF parame´tre´e (3.34), le temps de calcul d’un
pas d’e´volution de la fabrique de´pend de la fabrique initiale. En effet, les deux me´thodes
conduisent a` inte´grer nume´riquement des fonctions a` pic et la seule me´thode fiable
pour ce type d’inte´gration consiste a` discre´tiser de plus en plus finement les intervalles
d’inte´gration. Par conse´quent, plus la fabrique est concentre´e, plus les pics sont marque´s
et plus le temps de calcul est long.
Pour limiter ce temps de calcul, nous imposons que le plus petit des parame`tres de
l’ODF parame´tre´e (3.34) ne peut pas de´passer une valeur limite infe´rieure kmin ≈ 0.002,
qui correspond a` une fabrique ou` 99% des orientations des grains sont comprises dans un
intervalle (dθ,dϕ) de 2◦ de rayon. La valeur donne´e dans la dernie`re ligne du Tableau
7.1 correspond au temps maximum pour calculer la fabrique la plus concentre´e. Enfin,
lorsque la valeur minimum kmin est atteinte, le comportement du polycristal est suppose´
identique a` celui d’un seul grain (ce qui conduit a` ne plus faire l’inte´gration des inte´grales
Jpq donne´es par (4.9) pour obtenir le comportement du polycristal de glace).
La comparaison des temps de calcul fait ressortir l’inte´reˆt de la me´thode de calcul
directe utilisant l’ODF parame´tre´e (3.34), qui comme nous l’avons vu au paragraphe
3.6.3.2 ne ne´cessite que le calcul de la seule inte´grale simple (3.54).
L’objectif des paragraphes suivants est de montrer qu’il est possible d’approcher
les fabriques obtenues dans les calottes polaires par des fabriques orthotropes et par
conse´quent d’utiliser l’ODF parame´tre´e (3.34).
7.3.2 Principe de la comparaison
A partir du champ de vitesses calcule´ par la me´thode des e´le´ments finis, nous de´terminons
les contraintes S¯11, S¯22, S¯12 et la vitesse de rotation W¯12 le long de la ligne de courant
issue du premier nœud situe´ sur la surface a` droite du doˆme (cf. Figure 7.1). Ensuite,
nous comparons pour les quatre me´thodes l’e´volution de la fabrique, en imposant ces
contraintes et vitesse de rotation.
Etant donne´ que nous utilisons trois mode`les diffe´rents pour repre´senter la fabrique,
la comparaison des fabriques en projection de Schmidt n’est ni simple ni pre´cise. Pour
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Fig. 7.1 : Ecoulements conside´re´s pour la comparaison des me´thodes de calcul de
l’e´volution de la fabrique. Les parame`tres de l’e´coulements sont ceux du paragraphe 6.5.2.
Les deux e´coulements utilise´s pour faire la comparaison sont {DP , Gr1, FGRIP , T−27.9}
(trait continu) et {DP , Gr1, FISO, T−27.9} (tirets). (a) : Lignes de courant utilise´es
pour le calcul de l’e´volution de fabrique. (b) : Evolution du temps adimensionne´ t˜s le
long de la ligne de courant en fonction de x˜1.
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cette raison, nous ferons la comparaison sur l’e´volution des proprie´te´s me´caniques du
polycristal induite par l’e´volution de la fabrique, ce qui est plus objectif.
L’e´coulement e´tant plan ou axisyme´trique, le comportement du polycristal de glace
est entie`rement de´fini par
(7.5)
 D¯11D¯22
2D¯12
 = B1
 F˜11 F˜12 F˜13F˜21 F˜22 F˜23
F˜31 F˜32 F˜33
 S¯11S¯22
S¯12
 ,
ou` les F˜ij sont les fluidite´s adimensionne´es macroscopiques dans le repe`re de re´fe´rence
{R}.
Notons que cette e´criture particulie`re ne conduit pas force´ment a` une matrice F˜
syme´trique.
7.3.3 Validation de l’ODF parame´tre´e
Nous comparons l’e´volution des F˜ij pour chacune des quatre me´thodes, le long d’une
ligne de courant. Nous limitons l’e´tude a` la zone proche du doˆme (x˜1 ≤ 20) puisque le
maillage que nous avons adopte´ n’est pas suffisament fin pre`s du bord de la calotte pour
espe´rer obtenir un champ de vitesses suffisament pre´cis dans cette zone.
La comparaison a e´te´ faite sur diffe´rents e´coulements (de´formations planes ou axi-
syme´trique, isotrope ou anisotrope, isotherme ou non-isotherme et pour diffe´rents com-
portements de grain). Nous ne pre´senterons ici que les re´sultats obtenus avec les e´coulements
a` fabrique isotrope {DP , Gr1, FISO, T−27.9} et a` fabrique ”GRIP” {DP , Gr1, FGRIP ,
T−27.9}, de´finis au paragraphe 6.5.2. Les comparaisons effectue´es pour d’autres e´coulements
conduisent aux meˆmes conclusions.
La Figure 7.1 montre les lignes de courant utilise´es pour la comparaison et l’e´volution
du temps de trajet sur la ligne de courant, en fonction de l’abscisse adimensionne´e x˜1,
pour les e´coulements a` fabrique isotrope et a` fabrique ”GRIP”.
7.3.3.1 Commentaires sur les e´coulements
Sur la Figure 7.2 est trace´e l’e´volution des contraintes de´viatoires ˜¯S11,
˜¯S22,
˜¯S12 et de la
vitesse de rotation ˜¯W12 en fonction de x˜1. Pre`s de la surface, l’e´tat de contrainte est
une compression verticale ( ˜¯S22 < 0), puis progressivement la contrainte de cisaillement
augmente pour devenir supe´rieure aux contraintes de´viatoires ˜¯S11 et
˜¯S22.
Sur la Figure 7.1, nous pouvons ve´rifier que l’e´coulement a` fabrique ”GRIP” est
approximativement deux fois plus rapide que celui a` fabrique isotrope. Par contre, comme
Mangeney (1996), nous constatons que les deux lignes de courant sont tre`s proches l’une
de l’autre. La trajectoire des particules de glace est tre`s peu modifie´e par l’anisotropie.
Sur la Figure 7.2 nous pouvons remarquer que les e´coulements a` fabrique isotrope
et ”GRIP” conduisent a` une e´volution similaire de la contrainte de cisaillement ˜¯S12 le
long de la ligne de courant. Par contre, les contraintes de´viatoires ˜¯S11 et
˜¯S22 du cas
anisotrope sont supe´rieures en valeur absolue a` celles du cas isotrope et ne suivent pas
la meˆme e´volution. Notamment, nous ve´rifions que l’hypothe`se de de´formations planes
entraine ˜¯S33 = 0 pour le cas isotrope, ce qui n’est plus vrai pour l’e´coulement a` fabrique
”GRIP”.
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Fig. 7.2 : Evolution des contraintes de´viatoires adimensionne´es ˜¯S11,
˜¯S22,
˜¯S12 et de
la vitesse de rotation adimensionne´e ˜¯W12 en fonction de x˜1 pour les e´coulements avec
fabrique ”GRIP” (trait plein) et fabrique isotrope (tirets).
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On a vu au paragraphe 6.5.2 que la vitesse horizontale en surface du cas anisotrope
est approximativement le double de celle du cas isotrope. Les vitesses horizontales e´tant
nulles au contact du lit rocheux et les variations horizontales e´tant ne´gligeables par
rapport aux variations verticales, il est logique d’obtenir une vitesse de rotation ˜¯W12 pour
l’e´coulement anisotrope approximativement deux fois supe´rieure a` celle du cas isotrope.
Tous ces re´sultats concernant la diffe´rence entre les e´coulements isotrope et anisotrope
sont en accord avec ceux obtenus par Mangeney et al. (1996).
7.3.3.2 Comparaison de l’e´volution du comportement
Les Figures 7.3 et 7.4 montrent l’e´volution des fluidite´s adimensionne´es F˜ij de´finies par
(7.5), en fonction du temps t˜s le long de la ligne de courant. On constate un relativement
bon accord entre les re´sultats obtenus avec les quatre me´thodes. Les deux me´thodes
utilisant l’ODF parame´tre´e sont tre`s proches puisque la diffe´rence relative sur les fluidite´s
F˜ij est infe´rieure a` 1%.
La Figure 7.5 pre´sente, pour les deux e´coulements, l’e´volution de l’erreur relative sur
F˜11, F˜22 et F˜33 de la solution obtenue avec la me´thode directe de l’ODF parame´tre´e
(3.34), par rapport a` la me´thode des grains discrets. Il apparaˆıt que l’erreur relative
ne de´passe pas 1.5% pour le cas isotrope et 3.0% pour le cas anisotrope. Globalement,
l’erreur relative augmente lorsque la fabrique se concentre, pour atteindre une valeur
maximum lorsque le plus petit des parame`tres de l’ODF parame´tre´e (3.34) atteint la
valeur kmin = 0.002. Ensuite, pour l’ODF parame´tre´e, le comportement est calcule´ en
supposant que tous les grains du polycristal ont la meˆme orientation. Lors de ce change-
ment, l’erreur relative devient nulle ce qui signifie que tous les grains ont effectivement
la meˆme orientation et que les me´thodes directe de l’ODF parame´tre´e (3.34) et grains
discrets conduisent a` la meˆme direction d’orientation du maximum de la fabrique. L’er-
reur relative observe´e avant que kmin ne soit atteint n’est donc pas la conse´quence d’une
diffe´rence d’orientation des maximums entre la me´thode des grains discrets et la me´thode
directe de l’ODF parame´tre´e. Cette erreur relative est la conse´quence de proble`mes
d’inte´gration nume´rique lors du calcul du comportement macroscopique du polycristal,
et donc des F˜ij , lorsque un des parame`tres ki devient tre`s petit (inte´gration de fonction
a` pic) .
Notons que l’erreur relative n’est pas nulle a` t˜s = 0 pour la fabrique isotrope.
Lorsque la fabrique est isotrope, le comportement calcule´ avec l’ODF parame´tre´e est
exact (re´sultat analytique) et par conse´quent cette erreur est uniquement attribuable a`
la me´thode des grains discrets. Ceci montre que meˆme avec 882 grains nous obtenons,
tout de meˆme (!), une erreur relative de 0.1% sur le comportement isotrope.
D’une fac¸on ge´ne´rale, les me´thodes utilisant l’ODF pour de´crire la fabrique sont tre`s
pre´cises lorsque la fabrique est isotrope ou peu anisotrope. Ensuite, lorsque la fabrique
se concentre, l’utilisation de l’ODF est plus de´licate puisqu’elle conduit a` inte´grer des
fonctions a` pics tre`s marque´s, que ce soit pour le comportement du polycristal ou pour le
calcul de l’e´volution de la fabrique (quelle que soit la me´thode nume´rique utilise´e). C’est
le contraire avec la me´thode utilisant un nombre finis de grains discrets qui devient plus
pre´cise lorsque la fabrique se concentre.
En imposant un seuil kmin aux parame`tres ki, nous limitons les temps de calcul et
les re´sultats obtenus sont meilleurs pour les fabriques concentre´es. Le seul inconve´nient
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Fig. 7.3 : Evolution des fluidite´s adimensionne´es F˜ij, en fonction du temps adimen-
sionne´ t˜s le long de la ligne de courant de l’e´coulement a` fabrique isotrope, obtenues
avec la me´thode des grains discrets (croix), la me´thode de l’ODF discre´tise´e (pointille´s),
et les me´thodes des moindres carre´s (tirets) et directe (trait continu) utilisant l’ODF
parame´tre´e.
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Fig. 7.4 : Evolution des fluidite´s adimensionne´es F˜ij, en fonction du temps adimen-
sionne´ t˜s le long de la ligne de courant de l’e´coulement a` fabrique ”GRIP”, obtenues
avec la me´thode des grains discrets (croix), la me´thode de l’ODF discre´tise´e (pointille´s),
et les me´thodes des moindres carre´s (tirets) et directe (trait continu) utilisant l’ODF
parame´tre´e.
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Fig. 7.6 : Evolution du parame`tre d’orientation ϕo de l’ODF parame´tre´e (3.34) en fonc-
tion du pourcentage du temps de trajet jusqu’a` x˜1 = 20, pour les e´coulements a` fabrique
isotrope (tirets) et a` fabrique selon GRIP (trait plein).
est la discontinuite´ introduite dans le comportement lorsque le plus petit des parame`tres
devient infe´rieur a` kmin. Cette discontinuite´ est visible pour F˜33 sur les Figures 7.3 et 7.4
a` t˜s = 26.0 10
3 et t˜s = 14.5 10
3, respectivement. Elle est aussi visible sur la Figure 7.5
ou` l’erreur relative subit une discontinuite´ marque´e lorsque la valeur kmin est atteinte et
devient tre`s faible ensuite.
7.3.3.3 Commentaires sur les fabriques obtenues
A t˜s = 0, en surface, la fabrique est isotrope et la matrice des fluidite´s adimensionne´es a
donc la forme suivante :
(7.6) F˜ =
 1/2 0 00 1/2 0
0 0 1
 .
Ensuite, les fluidite´s F˜ij e´voluent en fonction de l’e´coulement pour lequel est calcule´
la ligne de courant (fabrique isotrope ou ”GRIP”), et refle`tent la forme des fabriques
cre´e´es.
Il est inte´ressant de remarquer que la valeur minimum kmin est atteinte pour une
meˆme abscisse x˜1 ≈ 4 correspondant a` t˜s = 26.0 10
3 pour l’e´coulement isotrope et a`
t˜s = 14.5 10
3 pour l’e´coulement anisotrope. Par contre, les coefficients de la matrice des
fluidite´s, en cette abscisse, ne sont pas e´gaux pour les deux e´coulements. Ceci montre
qu’en un point donne´, les degre´s de concentration des fabriques (i.e. les valeurs des ki)
sont les meˆmes pour les deux e´coulements, mais les maximums d’orientation (i.e. les
valeurs du parame`tre d’orientation ϕo) sont diffe´rents, ce qui explique la diffe´rence de
comportement.
La Figure 7.6 montre l’e´volution le long de la ligne de courant du parame`tre d’orien-
tation ϕo (en degre´) de l’ODF parame´tre´e (3.34) pour les e´coulements isotrope et aniso-
trope. Sur cette figure, il apparaˆıt que les conditions de l’e´coulement isotrope conduisent
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a` des fabriques dont l’orientation du pic est a` 31◦ de la verticale, tandis que pour les condi-
tions de l’e´coulement a` fabrique ”GRIP”, le pic est a` seulement 9.5◦. Cette diffe´rence
d’orientation de 20.5◦ conduit a` un comportement radicalement diffe´rent du polycristal
dans le repe`re de re´fe´rence {R}. Par exemple, en x˜1 = 20, pour l’e´coulement anisotrope
la fluidite´ en cisaillement F˜33 est deux fois plus importante que celle de la glace isotrope,
tandis que pour l’e´coulement isotrope cette fluidite´ est 1.54 fois plus petite que celle de
la glace isotrope (cf. Figures 7.4 et 7.3).
7.4 Calcul du champ de fabriques pour un champ de vi-
tesses donne´
L’objectif est de de´terminer le champ de fabriques stationnaire en chaque nœud du
maillage, pour un champ de vitesses donne´, un comportement du mate´riau connu et une
fabrique isotrope en surface.
Compte tenu des avantages pre´sente´s par la me´thode directe utilisant l’ODF pa-
rame´tre´e, le calcul de l’e´volution de la fabrique est conduit en utilisant cette me´thode.
La fabrique est donc repre´sente´es par les trois parame`tres de l’ODF parame´tre´e (3.34)
en chaque nœud du maillage.
7.4.1 Me´thode nume´rique
La me´thode mise en place pre´ce´demment peut s’appliquer a` ce proble`me. Pour chaque
nœud du maillage, la ligne de courant est remonte´e jusqu’a` la surface ou` la fabrique
est connue (isotrope), puis le calcul d’e´volution de la fabrique est conduit de la surface
jusqu’au nœud conside´re´.
Dans le but de diminuer le temps de calcul ne´cessaire a` la re´alisation de cette ope´ration
pour tous les nœuds du maillage, la ligne de courant est remonte´e seulement en partie,
jusqu’au premier coˆte´ rencontre´ (frontie`re d’e´le´ments T6) tel que la fabrique a de´ja` e´te´
calcule´e en ses trois nœuds, pendant l’ite´ration en cours (cf. Figure 7.7). Ceci suppose
que le calcul d’e´volution soit effectue´ dans un ordre pre´cis, en parcourant les nœuds du
doˆme vers le bord de la calotte et de la surface vers le fond.
La Figure 7.7 pre´sente les deux phases du calcul pour un nœud donne´. Dans une
premie`re phase, la ligne de courant est remonte´e jusqu’a` la premie`re frontie`re rencontre´e
ou` le calcul de la fabrique a de´ja` e´te´ effectue´ pour les trois nœuds. L’inte´gration des
e´quations (7.3) est faite en adoptant un pas de temps ∆τ˜ constant. Au cours de cette
phase, pour chaque point Mi de la ligne de courant calcule´ au temps τ˜i, les contraintes
de´viatoires et la vitesse de rotation sont de´termine´es et stocke´es. Dans une deuxie`me
phase, l’e´volution de la fabrique est calcule´e en prenant comme fabrique initiale la fa-
brique interpole´e sur les trois nœuds du coˆte´ intercepte´, et en imposant les conditions de
contraintes et de vitesse de rotation de´termine´es aux points Mi au cours de la phase 1.
7.4.2 Application
Nous avons applique´ cette me´thode au calcul des champs de fabriques stationnaires pour
les e´coulements {DP , Gr1, FGRIP , T−27.9} et {DP , Gr1, FISO, T−27.9} (cf. Tableau 6.2
pour la de´finition des notations). Nous continuons a` nous limiter a` l’e´tude du voisinage
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Fig. 7.7 : Sche´matisation de la proce´dure de calcul de la fabrique du nœud Nn (disque
noir). Phase 1 (<) : La ligne de courant est remonte´e jusqu’a` la premie`re frontie`re
d’e´le´ment sur laquelle le calcul a de´ja` e´te´ effectue´ pour les trois nœuds (carre´ noir).
Phase 2 (>) : L’e´volution de la fabrique est calcule´e le long de la ligne de courant en
prenant comme fabrique initiale la fabrique interpole´e sur les fabriques des nœuds Na,
Nb et Nc. Les cercles vides repre´sentent les nœuds pour lesquels la fabrique n’a pas
encore e´te´ calcule´e.
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Fig. 7.8 : Champ de fabriques stationnaire correspondant a` l’e´coulement a` fabrique iso-
trope. La projection de Schmidt est faite sur le plan (x1, x2).
du doˆme, et par conse´quent la fabrique n’est calcule´e que pour les nœuds du domaine
de´fini par x˜1 < 20. Les re´sultats sont pre´sente´s sur les Figures 7.8 et 7.10 sous forme de
figures de poˆles dans le plan (x1, x2) re´parties sur le domaine.
Comme nous l’avons observe´ le long d’une ligne de courant, les fabriques calcule´es a`
partir des deux e´coulements n’ont pas la meˆme orientation. Nous pouvons ve´rifier que
cette diffe´rence d’orientation est globalement pre´sente sur l’ensemble du domaine. Un
nouveau calcul des vitesses, a` partir de ces champs de fabriques et de la loi de compor-
tement correspondante, va donc conduire a` deux champs de vitesses tre`s diffe´rents. Un
des objectifs du chapitre suivant est de montrer qu’apre`s quelques ite´rations du calcul
des vitesses et de la fabrique, les champs de fabriques et de vitesses convergent vers une
solution inde´pendante du champ de fabriques choisi comme initial.
Pour comparaison, le champ de fabriques initial ”GRIP” est montre´ sur la Figure
7.9. L’observation des figures de poˆles montre que, pour une profondeur donne´e, les
fabriques calcule´es sont plus concentre´es que celles observe´es dans le forage de GRIP et
elles pre´sentent une le´ge`re de´viation par rapport a` la verticale.
7.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons mis en place les me´thodes nume´riques qui permettent de
calculer le champ de fabriques stationnaire correspondant a` un champ de vitesses donne´.
La comparaison des fabriques obtenues le long d’une ligne de courant, avec la me´thode
des grains discrets et les me´thodes utilisant l’ODF parame´tre´e, montre que pour l’ap-
plication aux calottes polaires l’hypothe`se de fabrique orthotrope est acceptable. Nous
avons donne´ par ailleurs les avantages de la me´thode directe utilisant l’ODF parame´tre´e
(3.34), tant sur le nombre de parame`tres a` stocker en chaque nœud (trois) que sur le
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Fig. 7.9 : Champ de fabriques initial d’apre`s la fabrique mesure´e a` GRIP (Groenland).
La projection de Schmidt est faite sur le plan (x1, x2).
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Fig. 7.10 : Champ de fabriques stationnaire correspondant a` l’e´coulement a` fabrique
”GRIP”. La projection de Schmidt est faite sur le plan (x1, x2).
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temps ne´cessaire au calcul d’un pas d’e´volution de la fabrique.
La me´thode utilise´e pour calculer le champ de fabriques en tout point du domaine que
nous avons mise en place utilise donc l’ODF parame´tre´e (3.34) pour de´crire la fabrique.
Au chapitre suivant, nous de´terminons les champs de fabriques et de vitesses corres-
pondants a` l’e´coulement stationnaire d’une calotte polaire de ge´ome´trie fixe´e.
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Chapitre 8
Calcul couple´ des champs de
vitesses et de fabriques
8.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous recherchons les champs de vitesses et de fabriques correspondant a`
l’e´coulement stationnaire d’une calotte polaire de ge´ome´trie donne´e. La re´solution de ce
proble`me est re´alise´e par une me´thode couple´e qui alterne le calcul du champ de vitesses
pour une fabrique donne´e et le calcul de la fabrique pour un champ de vitesses donne´.
Nous montrons que le proble`me couple´ converge vers une solution inde´pendante du
champ de fabriques choisi comme champ initial. Nous e´tudions l’influence d’un champ
de tempe´ratures tel que celui observe´ a` GRIP sur la forme du champ de fabriques
de l’e´coulement stationnaire. Nous discutons de l’influence du comportement du grain
et du type de l’e´coulement (de´formations planes ou axisyme´trique), sur la rapidite´ de
l’e´coulement et sur la formation des fabriques.
Enfin, nous appliquons notre mode`le a` la ligne d’e´coulement passant par les deux
forages profonds de GRIP et GISP2, au Groenland Central. Nous montrons que la
fabrique obtenue a` la convergence du proble`me couple´ est plus proche de celle observe´e
que celle que nous avions obtenue a` l’aide du mode`le ”1D” pre´sente´ au Chapitre 5
(§5.3). Nous proposons une datation des deux forages, pour les conditions de fabrique
et de vitesses obtenues a` la convergence du proble`me couple´.
8.2 Me´thodes nume´riques
Le principe du calcul couple´ est le suivant :
I Choix d’un champ de fabriques initial.
II Calcul du champ de vitesses pour un champ de fabriques donne´ (cf. Chapitre 6).
III Calcul du champ de fabriques pour un champ de vitesses donne´ (cf. Chapitre 7).
IV Les e´tapes II et III sont re´pe´te´s alternativement jusqu’a` la convergence.
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Les e´tapes II et III de ce sche´ma de calcul sont explicite´es dans les Chapitres 6 et
7. Par contre, il reste a` de´finir les crite`res de convergence de l’e´tape IV et a` montrer
que la solution obtenue a` la convergence est inde´pendante du champ de fabriques initial
choisi a` l’e´tape I.
8.2.1 Crite`res de convergence
Pour mesurer la convergence du proble`me couple´, nous comparons pour chaque nœud
du domaine (x˜1 < 20) les valeurs des nouvelles vitesses et des nouveaux parame`tres de
la fabrique a` celles du pas pre´ce´dent.
Notant qk(m) la valeur de la variable q (composantes de la vitesse et parame`tres de
fabrique) au nœud m du maillage obtenue comme solution de la ke`me ite´ration, la com-
paraison des solutions de deux solutions conse´cutives k− 1 et k, est faite en conside´rant,
pour chaque nœud du maillage et pour chaque variable, l’e´cart :
(8.1) em(q) =
|qk(m)− qk−1(m)|
max
m
(qk(m))
,
ou` max
m
(qk(m)) de´signe la valeur maximum de |qk(m)| obtenue sur le domaine x˜1 < 20.
Ces e´carts ”norme´s” sont calcule´s pour chacune des deux composantes de la vitesse
et pour chaque parame`tre ki et ϕ
o. Cette normalisation a e´te´ adopte´e pour e´viter les
proble`mes duˆs au fait que, la vitesse e´tant nulle sur le socle rocheux, les e´carts relatifs
|qk(m)− qk−1(m)|/|qk(m)| ne sont pas borne´s sur cette frontie`re.
Nous supposons la convergence atteinte lorsque la valeur moyenne de em(q) sur tous
les nœuds est infe´rieure a` 10−3 pour chacune des variables (vitesses et fabriques).
8.2.2 Unicite´ de la solution a` la convergence
Nous avons montre´ dans le Chapitre 7 que pour un champ de vitesses donne´, le calcul
de la fabrique ne de´pendait que du rapport d’aspect de la calotte et des parame`tres du
grain β et γ.
Le proble`me est donc de savoir si, pour un rapport d’aspect et des parame`tres
rhe´ologiques β et γ de grain donne´s, les champs de vitesses et de fabriques a` la conver-
gence sont inde´pendants des conditions initiales (i.e. du champ de fabriques initial).
La solution la plus simple consiste a` comparer les solutions obtenues a` la convergence
pour diffe´rents champs de fabriques initiaux. Cette de´marche ne constitue pas une preuve
de l’unicite´ de la solution, mais elle permet de montrer que si l’on adopte un champ de
fabriques initial re´aliste la solution a` la convergence ne de´pend pas de ce choix.
La comparaison est effectue´e dans le cas d’un e´coulement plan (de´formations planes),
le comportement du grain est caracte´rise´ par β = 0.25 et γ = 1.0 et la tempe´rature
est isotherme (T = −27.9oC). Ces donne´e n’e´voluent pas au cours du calcul couple´.
Nous comparons les solutions obtenues a` la convergence du proble`me couple´ pour une
fabrique initiale isotrope et ”GRIP”. Le maillage comporte 4941 nœuds et il est de´fini
par {Nb1 = 60, r1 = 1.01, Nb2 = 10, r2 = 1.1} (cf. §6.4.2 pour la de´finition de ces
notations).
Nous ve´rifions bien que les champs de vitesses et de fabriques a` la convergence ne
de´pendent pas de la fabrique initiale. La diffe´rence entre les deux solutions converge´es sur
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les vitesses et la fabrique (calcule´e comme s’il s’agissait de solutions ite´ratives successives,
cf. §8.2.1) est du meˆme ordre de grandeur que le crite`re de convergence (< 10−3). La
Figure 8.1 montre les profils de vitesses verticale et horizontale, l’e´volution du rayon
d’orientation Ro de´fini par (5.14) et du parame`tre d’orientation ϕo, en fonction de la
profondeur re´duite x̂2 en x˜1 = 10. Sur chaque graphe sont repre´sente´es les courbes
”initiales”1 (cercle), les courbes calcule´es apre`s une ite´ration (croix) et les courbes a` la
convergence (courbe seule).
La convergence est obtenue apre`s 23 ite´rations pour la fabrique initiale isotrope
et seulement 14 ite´rations pour celle de ”GRIP”. Cette diffe´rence refle`te simplement
l’e´cart entre le champ de fabriques initial et le champ obtenu a` la convergence, comme
le montrent les courbes (cercles) de la Figure 8.1c.
Pour les deux champs de fabriques initiaux, la concentration de la fabrique, ca-
racte´rise´e par Ro = Ro(k1, k2, k3), est de`s la premie`re ite´ration tre`s proche de la solution
a` la convergence (cf. Figure 8.1c). Comme nous l’avons montre´ au paragraphe 3.6.3.2,
la valeur des parame`tres ki ne de´pend que de l’histoire des contraintes. Par ailleurs, sur la
Figure 7.2, nous n’avons pas observe´ de diffe´rence sur les contraintes de cisaillement S¯12
pour les e´coulements a` fabrique initiale isotrope et ”GRIP”. La contrainte de cisaille-
ment e´tant rapidement tre`s supe´rieure aux contraintes S¯11 et S¯22, il est donc logique
d’obtenir des histoires des contraintes similaires, et par conse´quent, une concentration
de la fabrique de´pendant faiblement du champ de fabriques.
Par contre, les profils de vitesses de la premie`re ite´ration (marque´s avec des croix sur
les Figures 8.1a et 8.1b) sont tre`s e´loigne´s des profils obtenus a` la convergence (courbe
seule) et ils de´pendent du champ de fabriques initial. Ceci est le re´sultat des diffe´rences
d’orientation des repe`res des syme´tries mate´rielles, caracte´rise´s par ϕo, entre les calculs
a` fabrique initiale isotrope et celle de ”GRIP”, comme le montre la Figure 8.1d.
Notons que les vitesses de la premie`re ite´ration sont plus faibles que les vitesses
initiales, mais a` la convergence du proble`me couple´, nous obtenons un e´coulement plus
rapide que celui avec la fabrique mesure´e dans le forage de GRIP, meˆme si les directions
calcule´es des maximums d’orientation ne sont pas exactement verticales sur toute la
hauteur de la calotte. L’e´coulement calcule´ est globalement plus rapide car la fabrique
a` la convergence est plus concentre´e que celle mesure´e a` GRIP (cf. Figure 8.1c).
8.2.3 Instabilite´s nume´riques
A proximite´ du socle, le calcul des lignes de courant est de´licat car les vitesses verticales
et horizontales sont tre`s faibles relativement aux vitesses de surface et elles s’annulent au
contact du lit rocheux. Pour ame´liorer la qualite´ du champ de vitesses au voisinage du
lit, nous pouvons jouer sur la taille des e´le´ments dans cette zone : si nous diminuons la
taille des e´le´ments, nous rapprochons les nœuds de la frontie`re ou` les vitesses s’annulent,
tandis que si nous augmentons la taille des e´le´ments nous perdons en pre´cision sur le
calcul des vitesses.
Par ailleurs, la vitesse aux nœuds appartenant a` la frontie`re du lit rocheux e´tant
nulle, il n’est pas possible de calculer la fabrique en ces nœuds. Plusieurs solutions sont
alors envisageables. La plus simple est de leur conserver la fabrique initiale, mais ceci
1Nous conside´rons que le champ de vitesses initial est celui calcule´ a` partir du champ de fabrique
initial, dans la premie`re ite´ration de l’e´tape II.
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Fig. 8.1 : Comparaison a` la convergence du proble`me couple´ des champs de vitesses et
fabriques pour un champ de fabriques initial isotrope (tirets) et ”GRIP” (trait plein). Les
figures pre´sentent l’e´volution de ˜¯u1 (a), ˜¯u2 (b), Ro (c) et ϕ
o (d) pour les conditions
initiales (cercle), apre`s une premie`re ite´ration (croix) et a` la convergence (courbe seule),
en fonction de la profondeur re´duite xˆ2 et en x˜1 = 10. A la convergence (courbe seule),
les tirets sont souvent cache´s par le trait plein.
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introduit une erreur sur le comportement du polycristal calcule´ aux points d’inte´gration
des e´le´ments de la nappe situe´e au contact lit rocheux. Une deuxie`me solution consiste
a` extrapoler les valeurs de la fabrique obtenues aux deux nœuds situe´s imme´diatement
au dessus de chaque nœud du lit. C’est la me´thode que nous appliquons2.
L’observation de l’e´volution du parame`tre d’orientation ϕo en fonction de la profon-
deur montre que la convergence est obtenue du haut vers le bas au cours des ite´rations.
Toutes ces remarques montrent qu’une attention particulie`re doit eˆtre apporte´e a` la
re´alisation du maillage, tant sur le nombre de nœuds que sur la progression de la taille
des e´le´ments selon la verticale. Nous avons observe´, pour d’autres maillages que celui
utilise´ ici, l’apparition d’instabilite´s dans le calcul du parame`tre d’orientation ϕo. Ces
instabilite´s sont le re´sultat de proble`mes lie´s au calcul du champ de vitesses, par exemple
lorsqu’une ligne de courant vient se ”coller” a` la frontie`re du socle (conse´quence d’erreurs
nume´riques).
8.3 Application a` une calotte de ge´ome´trie simplifie´e
Dans cette partie, nous appliquons la me´thode couple´e a` la calotte polaire the´orique de
Vialov (1958). Nous testons successivement l’influence de la tempe´rature, du comporte-
ment et du type de l’e´coulement sur les champs de vitesses et fabriques a` la convergence
du proble`me couple´.
8.3.1 Influence du champ de tempe´ratures
Pour cette application, l’e´coulement est en de´formations planes, le comportement du
grain de´fini par β = 0.25 et γ = 1.0, et nous comparons les solutions a` la convergence
pour les champs de tempe´ratures isotherme et ”GRIP”.
La Figure 8.2 pre´sente les vitesses et la fabrique obtenues, en fonction de la pro-
fondeur re´duite en x˜1 = 10 par le calcul avec le champ isotherme (courbe pleine), et
le champ de tempe´ratures ”GRIP” (tirets). La tempe´rature du champ isotherme vaut
T = −20.6oC : elle est choisie de fac¸on a` obtenir la meˆme vitesse horizontale en surface
en x˜1 = 10 que pour l’e´coulement a` tempe´rature ”GRIP”.
Sur cette figure, nous mesurons l’influence d’un champ de tempe´ratures tel que celui
de GRIP sur la formation des fabriques au sein de la calotte polaire. Nous observons que,
pour les deux calculs couple´s, les vitesses sont globalement supe´rieures a` celles obtenues
a` partir du champ de fabriques ”GRIP” (sans calcul couple´, en pointille´ et trait mixte
sur la Figure 8.2). Nous notons toutefois que l’e´cart entre les vitesses du proble`me couple´
et celles calcule´es a` partir du champ de fabriques ”GRIP”, est plus important lorsque
le champ de tempe´ratures est isotherme. La raison de cette diffe´rence provient du fait
que, comme nous allons le voir plus loin, l’e´cart entre la fabrique a` la convergence du
proble`me couple´ et celle de ”GRIP” est plus important dans le cas isotherme que dans
le cas du champ de tempe´ratures ”GRIP”.
Sur la Figure 8.2c, nous observons que la concentration de la fabrique est beaucoup
plus lente pour le champ de tempe´ratures ”GRIP” que pour le champ isotherme. La
2Notons que ce proble`me devrait disparaitre lorsque notre mode`le sera capable de prendre en compte
une couche basale recristallise´e pouvant eˆtre conside´re´e comme isotrope, le changement de comportement
de la glace e´tant alors de´termine´ par crite`re.
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Fig. 8.2 : Comparaison de la solution a` la convergence du proble`me couple´ pour les
champs de tempe´ratures isotherme (trait plein) et ”GRIP” (tirets). Les figures pre´sentent
l’e´volution de ˜¯u1 (a), ˜¯u2 (b), Ro (c) et ϕ
o (d) en fonction de la profondeur re´duite xˆ2
en x˜1 = 10. Nous avons reporte´ sur (a) et (b) les vitesses calcule´es (sans calcul couple´)
a` partir du champ de fabriques ”GRIP” pour les cas isotherme (pointille´) et tempe´rature
”GRIP” (trait mixte). Les courbes correspondant a` la fabrique mesure´e dans le forage
de GRIP sont repre´sente´es par les pointille´s sur (c) et (d).
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concentration de la fabrique obtenue a` la convergence pour le champ de tempe´ratures
”GRIP” est relativement proche de celle observe´e dans le forage de ”GRIP”. La direction
du maximum de la fabrique obtenue avec le champ de tempe´ratures ”GRIP” est plus
verticale qu’avec la tempe´rature isotherme. Nous observons une de´viation maximum, en
valeur absolue, de 1.2◦ pour le calcul a` tempe´rature ”GRIP”, et de 3.8◦ pour le calcul
isotherme.
Ces re´sultats montrent que les champs de tempe´ratures observe´s dans les forages
influent sur la formation des fabriques, et que cette influence semble aller dans le sens
des fabriques observe´es. Les Figures 8.3 et 8.4 vont nous aider a` comprendre pourquoi
un champ de tempe´ratures tel que celui observe´ a` GRIP conduit a` une e´volution de la
fabrique moins rapide que lorsque la tempe´rature est isotherme.
Notons, tout d’abord, que la valeur de la tempe´rature du champ isotherme n’affecte
pas le calcul du champ de fabriques (cf. §7.2.3). Pour le champ de tempe´ratures ”GRIP”,
seul le gradient de tempe´rature influence le calcul du champ de fabriques, puisque ce
calcul peut aussi eˆtre mene´ sous forme adimensionne´e.
Comme nous l’avons vu au paragraphe 3.6.3.2, la concentration de la fabrique (i.e.
la valeur de Ro), en un point donne´, ne de´pend que des parame`tres de l’histoire des
contraintes (3.24). La concentration de la fabrique est donc directement proportionnelle
a` l’exponentielle des inte´grales
∫ t
0 ψS¯ij dt. Or, nous observons sur la Figure 8.4 que les
termes ψ˜ ˜¯S11, ψ˜
˜¯S22 et ψ˜
˜¯S12 de l’e´coulement a` tempe´rature ”GRIP” sont deux a` trois
fois infe´rieurs a` ceux de l’e´coulement isotherme, puisque la valeur de ψ de´pend de la
tempe´rature, selon la loi (1.4). Cet effet e´tant encore amplifie´ par le fait que l’e´coulement
le long de la ligne de courant a` tempe´rature ”GRIP” est presque deux fois plus rapide
que celui isotherme, ce qui diminue d’autant la valeur des parame`tres de l’histoire des
contraintes en un point donne´ de la ligne de courant. La conse´quence cumule´e de ces
deux phe´nome`nes conduit a` une diffe´rence notable sur la concentration des fabriques, en
un point donne´, entre les e´coulements isotherme et a` tempe´rature ”GRIP”.
Notons que l’e´coulement global n’est pas plus rapide pour l’e´coulement a` tempe´rature
”GRIP” (puisque nous avons impose´ la tempe´rature du champ isotherme de fac¸on a`
avoir la meˆme vitesse horizontale en surface), mais les deux e´coulements conduisent a`
des gradients verticaux de vitesses tre`s diffe´rents. De meˆme, l’e´tat de contrainte dans la
calotte polaire est quasi-identique pour les deux e´coulements, mais pas les termes ψS¯ij .
Pour expliquer la diffe´rence d’orientation des fabriques entre les deux e´coulements,
nous rappelons que la vitesse de rotation d’un grain est la diffe´rence entre la vitesse de
rotation macroscopique et la vitesse de rotation du cristal due a` sa de´formation. Pour le
mode`le a` contraintes homoge`nes, la vitesse de rotation d’un grain de´pend donc de l’e´tat
de contrainte au point conside´re´, sachant que les grains vont se diriger vers la direction
principale de compression, caracte´rise´e par l’angle λ entre le repe`re de re´fe´rence et le
repe`re des contraintes principales. Si seule ˜¯S12 est non nulle, alors λ = 45
o et lorsque
˜¯S12 = 0, λ vaut 0
◦ si ˜¯S11 < 0 et 90
◦ si ˜¯S22 < 0. Ainsi plus
˜¯S12 est important relativement
a` ˜¯S11 et
˜¯S22, plus la vitesse de rotation du grain due a` sa de´formation est de´favorable a` la
formation d’une fabrique a` maximum d’orientation vertical. De la meˆme fac¸on, comme
l’indique la de´finition de ϕ˙ (3.43), plus la vitesse de rotation macroscopique W¯12 est
petite par rapport au terme ψS¯λ, plus son effet est faible pour ”ramener” les grains vers
une orientation verticale. La Figure 8.5a montre que, pour l’e´coulement a` tempe´rature
136 Chapitre 8. Calcul couple´ des champs de vitesses et de fabriques
0 5 10 15 20
0
5
10
15
20
25
0 5 10 15 20
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
(a)
(b)
t˜ s
×
10
3
x˜1
x˜
2
Fig. 8.3 : Comparaison, a` la convergence du proble`me couple´, des e´coulements a`
tempe´rature isotherme (trait continu) et a` tempe´rature ”GRIP” (tirets) : ligne de courant
(a) et e´volution du temps adimensionne´ t˜s le long de la ligne de courant en fonction de
x˜1 (b).
8.3. Application a` une calotte de ge´ome´trie simplifie´e 137
0 2 4 6 8 10
0.0
0.2
0.4
0.6
0 2 4 6 8 10
0.00
0.50
1.00
1.50
0 2 4 6 8 10
−0.6
−0.4
−0.2
0.0
0 2 4 6 8 10
0.0
0.2
0.4
0.6
ψ˜
˜¯ S
1
1
/2
×
10
−
3
ψ˜
˜¯ S
2
2
/2
×
10
−
3
ψ˜
˜¯ S
1
2
/2
×
10
−
3
˜¯ W
1
2
×
10
−
3
x˜1
Fig. 8.4 : Evolution le long des lignes de courant, , des termes ψ˜ ˜¯S11/2, ψ˜
˜¯S22/2, ψ˜
˜¯S12/2
et de la vitesse de rotation adimensionne´e ˜¯W12, en fonction de x˜1, pour les e´coulements
a` tempe´rature isotherme (trait plein) et a` tempe´rature ”GRIP” (tirets).
138 Chapitre 8. Calcul couple´ des champs de vitesses et de fabriques
0 2 4 6 8 10
0.0
0.1
0.2
0.3
0 2 4 6 8 10
0
15
30
45
(a)
(b)
λ
(d
eg
re´
)
W¯
1
2
/(
ψ
S¯
λ
)
x˜1
Fig. 8.5 : Evolution le long des lignes de courant de (a) l’angle λ entre le repe`re de
re´fe´rence et le repe`re des contraintes principales, et du (b) rapport W¯12/(ψS¯λ) en fonc-
tion de x˜1 pour les e´coulements, a` la convergence du proble`me couple´, a` tempe´rature
isotherme (trait plein) et a` tempe´rature ”GRIP” (tirets).
”GRIP”, l’e´volution de l’orientation du repe`re des contraintes principales est le´ge`rement
plus favorable a` la cre´ation d’une fabrique a` maximum vertical que pour l’e´coulement
isotherme (i.e. λ plus faible). Cet effet est renforce´ dans le cas de la tempe´rature ”GRIP”
puisque le rapport W¯12/(ψS¯λ) est plus de quatre fois supe´rieur a` celui du champ de
tempe´ratures isotherme (cf. Figure 8.5b). Par conse´quent, il est logique d’obtenir une
orientation du maximum de fabrique plus proche de la direction verticale dans le cas de
l’e´coulement a` tempe´rature ”GRIP”.
La prise en compte d’un champ de tempe´ratures re´aliste, tel que celui mesure´ dans le
forage de GRIP, conduit a` des champs de fabriques dont la concentration et l’orientation
sont plus proches de celles observe´es. L’effet d’un champ de tempe´ratures tel que celui de
GRIP est de localiser la de´formation dans les couches profondes, ce qui conduit a` moins
de´former, et donc a` moins texturer, les glaces de surface. Seule une e´tude a` l’e´chelle de
la calotte polaire peut aboutir a` ce re´sultat puisqu’une e´tude locale montre simplement
que si la tempe´rature augmente, la vitesse de de´formation, et la vitesse avec laquelle la
fabrique se concentre, augmentent aussi.
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8.3.2 Influence du comportement du grain
Dans les comparaisons de´crites pre´ce´demment, le comportement du grain e´tait tel que
β = 0.25 et γ = 1.0. La raison de ce choix vient du fait que, lorsque le champ de
tempe´ratures est isotherme, le fait d’adopter une valeur infe´rieure pour β conduit a` un
champ de fabriques dont les maximums d’orientation sont de´favorables a` la de´formation.
L’explication de ce re´sultat est que, lorsque β diminue, la vitesse de rotation plastique du
grain augmente et par conse´quent la vitesse de rotation du grain diminue et le maximum
d’orientation est de´cale´ par rapport a` la verticale (i.e. le parame`tre d’orientation ϕo
augmente). Nume´riquement, nous n’obtenons pas la convergence du proble`me couple´
pour des valeurs de β infe´rieures a` 0.2 lorsque le champ de tempe´ratures est isotherme,
car ces essais conduisent a` des instabilite´s nume´riques lorsque le mate´riau devient trop
difficile a` de´former a` cause de sa mauvaise orientation. Ces phe´nome`nes disparaissent
lorsqu’on adopte le champ de tempe´ratures ”GRIP”.
Par conse´quent, nous ne montrons ici que l’influence du comportement du grain
pour le champ de tempe´ratures ”GRIP”. Nous e´tudions l’influence du parame`tre β, en
comparant les e´coulements obtenus avec β = 0.25 et β = 0.1, γ = 1.0 et ψ calcule´ par
(4.27) pour une meˆme valeur de B1, soit ψ = 1.82B1 et ψ = 2.17B1, respectivement.
La premie`re remarque concerne le nombre d’ite´rations ne´cessaires pour atteindre
la convergence du proble`me couple´. En adoptant le meˆme champ de fabriques initial
”GRIP”, lorsque β = 0.25 la convergence est obtenue en 32 ite´rations, alors que pour
β = 0.1 il en faut 63.
Sur la Figure 8.6 sont trace´s les profils de vitesses et de fabriques obtenus, a` la conver-
gence du proble`me couple´, pour les deux comportements de grain. Nous constatons que
la vitesse de l’e´coulement augmente avec l’anisotropie du grain (i.e. lorsque β diminue),
re´sultat similaire a` ceux obtenus au paragraphe 6.5.4. Plus le grain est anisotrope (i.e.
plus β est petit), plus l’anisotropie du polycristal est importante. Lorsque la fabrique est
concentre´e selon un maximum vertical, ceci a pour conse´quence directe d’augmenter la
fluidite´ en cisaillement et par suite la vitesse de l’e´coulement. Rappelons que les re´sultats
que nous pre´sentons ici sous-estiment l’influence de l’anisotropie sur l’augmentation des
vitesses par rapport a` la re´alite´ pour laquelle le rapport ψ/B1 est de l’ordre de 10.
Pour les deux comportements de grain, nous obtenons une fabrique dont le maximum
d’orientation est proche de la verticale, puisque la de´viation maximum par rapport a` la
verticale est de l’ordre de 1◦. La concentration de la fabrique est le´ge`rement supe´rieure
lorsque β = 0.1. Ceci est en accord avec les re´sultats des chapitres pre´ce´dents ou` nous
avons vu que plus le grain est anisotrope plus l’e´volution de la fabrique est rapide.
8.3.3 Influence du type de l’e´coulement
Nous comparons l’influence du type de l’e´coulement, de´formations planes ou axisyme´trique,
sur la formation de la fabrique a` la convergence du proble`me couple´. Pour cette compa-
raison, le champ de tempe´ratures est celui de ”GRIP” et le comportement du grain est
tel que β = 0.1 et γ = 1.0.
Comme au paragraphe 6.5.5, nous ve´rifions bien que si les vitesses horizontales sont
similaires pour les deux e´coulements, la vitesse verticale de l’e´coulement axisyme´trique
est approximativement le double de celle de l’e´coulement plan (cf. Figure 8.7). Par
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Fig. 8.6 : Comparaison des champs de vitesses et fabriques obtenus pour les comporte-
ments de grain β = 0.25 (trait plein) et β = 0.1 (tirets), avec γ = 1.0 pour les deux.
Les figures pre´sentent l’e´volution de ˜¯u1 (a), ˜¯u2 (b), Ro (c) et ϕ
o (d) en fonction de la
profondeur re´duite xˆ2 en x˜1 = 10.
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Fig. 8.7 : Comparaison des champs de vitesses et fabriques a` la convergence du proble`me
couple´ pour les e´coulement plan (trait plein) et axisyme´trique (tirets), pour un compor-
tement de grain tel que β = 0.1 et γ = 1.0 et le champ de tempe´ratures ”GRIP”. Les
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conse´quent, pour maintenir la surface libre comme surface de l’e´coulement stationnaire,
il faut imposer, pour l’e´coulement axisyme´trique, une accumulation deux fois plus im-
portante que pour l’e´coulement plan.
Sur la Figure 8.7c, nous observons que l’e´coulement axisyme´trique entraˆıne une
e´volution de la concentration de la fabrique tre`s similaire a` celle de l’e´coulement plan.
L’e´tude des trois parame`tres ki de l’ODF montre que l’e´coulement axisyme´trique conduit
a` des fabriques qui pre´sentent une syme´trie de re´volution. Nous ve´rifions que k2, qui
donne la concentration de la fabrique dans la direction e2, est le plus petit des trois
parame`tres pour les deux e´coulements (k2 < 1). Par contre, nous observons que pour
l’e´coulement axisyme´trique les valeurs de k1 et k3 sont voisines l’une de l’autre et qu’elles
sont toutes les deux supe´rieures a` 1, tandis que pour l’e´coulement plan nous trouvons
que seule k1 est supe´rieure a` 1, la valeur de k3 e´tant comprise entre k2 et 1. Les fabriques
de l’e´coulement plan sont ovales, avec un nombre de grains dont l’axe−c est proche du
plan perpendiculaire au plan de l’e´coulement plus e´leve´ que le nombre de grains dont
l’axe−c est proche du plan de l’e´coulement. La condition de de´formations planes induit
une contrainte de´viatoire S¯33 de compression, de`s que la fabrique n’est plus isotrope, et
par conse´quent les grains tournent le´ge`rement vers la direction e3, ce qui se traduit par
k3 < 1. Pour l’e´coulement axisyme´trique, la valeur de S¯33 est sensiblement la meˆme que
celle de S¯11, et elles sont toutes les deux positives (traction).
8.4 Application a` la ligne d’e´coulement GRIP-GISP2
Comme Schott et al. (1992), Schott Hvidberg et al. (1997) puis Mangeney et al. (1996),
nous appliquons notre mode`le a` la ligne d’e´coulement GRIP-GISP2.
8.4.1 Situation des forages et donne´es de terrain
Les forages de GRIP (Greenland Ice Core Project, 3 238m d’altitude, d’apre`s Dansgaard
et al. (1993)) et GISP2 (Greenland Ice Sheet Programme 2, 3 215m d’altitude) sont
situe´s dans la re´gion centrale du Groenland. Ils sont localise´s a` 3km et 31 km a` l’ouest
de la position actuelle du sommet du Groenland, respectivement. Les deux forages ont
atteint le lit rocheux, et sont profonds de 3 029m et 3 053m, respectivement (Gow et al.,
1997). La transition entre Holocene-Wisconsin (11.5 kaBP 3) est atteinte a` la profondeur
de 1 623m (Johnsen et al., 1992).
De nombreuses mesures ont e´te´ effectue´es sur les deux carottes et en surface dans
cette re´gion. Certaines de ces donne´es vont nous servir comme entre´es du mode`le, tandis
que les autres seront utilise´es pour valider les sorties du mode`le.
8.4.1.1 Entre´es du mode`le
Nous donnons ici les hypothe`ses de la mode´lisation :
- l’e´coulement est suppose´ stationnaire et la topographie de la surface est impose´e.
La recherche de la surface libre n’est pas effectue´e, et nous regarderons si les taux
d’accumulation ne´cessaires pour assurer la stationnarite´ sont e´quivalent a` ceux
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mesure´s. La topographie adopte´e pour la surface est un profil de Vialov dont le
doˆme est a` 3 km de GRIP et qui passe par les deux forages GRIP et GISP2. Le
maillage (Nb1 = 60, Nb2 = 15, soit 7351 nœuds) a une longueur de 184km. Le
front (en x = −181 km) est une surface libre, mais cette condition n’influence pas
l’e´coulement au niveau des forages puisqu’elle est impose´e a` 153 km de GISP2, soit
a` plus de 50 e´paisseurs de glace.
- la topographie du lit rocheux adopte´e est celle mesure´e par Hodge et al. (1990) en
tenant compte des pre´cisions apporte´es par Hempel et Thyssen (1992) et Jacobel
et Hodge (1995). Pour x1 < −40 km, le lit rocheux est suppose´ horizontal.
- l’e´coulement est mode´lise´ en faisant l’hypothe`se de de´formations planes et il pre´sente
un axe de syme´trie vertical au doˆme (en x1 = 3 km).
- le comportement du grain, orthotrope de re´volution line´aire, est tel que β = 0.25,
γ = 1.0, et la fluidite´ dans le plan de base ψ est choisie de fac¸on obtenir un aˆge de
14 450 a a` la profondeur de 1 753.4m dans le forage de GRIP (Johnsen et al., 1992).
En un point de la calotte, le comportement orthotrope line´aire du polycristal de
glace est obtenu par homoge´ne´isation en supposant une re´partition homoge`ne des
contraintes et en adoptant l’ODF parame´tre´e (3.34) pour de´crire la fabrique.
- le profil de tempe´rature est celui mesure´ a` GRIP (cf. 6.4) et il est suppose´ ne
pas varier en fonction de l’abscisse. Nous supposons donc que la variation de
tempe´rature en fonction de la hauteur re´duite est identique sur tout le domaine.
Cette hypothe`se est justifie´e par la similitude des profils de tempe´rature de GRIP
et GISP2 (The Greenland Summit Ice Cores CD-ROM, 1997), ainsi que par les
re´sultats de mode`les qui re´solvent l’e´quation de la conservation de la chaleur (Schott
Hvidberg et al., 1997).
- afin de diminuer le volume des calculs, mais aussi a` cause de la mauvaise de´finition
du maillage et de la condition de surface libre applique´e au front (en x1 = −181 km),
le calcul de la fabrique est re´alise´ seulement sur le domaine −38 ≤ x1 ≤ 3 km, et
le profil de fabrique obtenue en x1 = −38 km est applique´ jusqu’a` x1 = −181 km,
de la meˆme fac¸on qu’est construit le champ de fabriques ”GRIP” au paragraphe
6.5.1.1.
8.4.1.2 Controˆle des re´sultats
Pour controˆler la validite´ de nos re´sultats, nous utiliserons :
- les mesures de la fabrique (notamment de sa concentration par l’interme´diaire de
Ro, donne´ par Thorsteinsson et al. (1997)) dans le forage de GRIP. Pour le fo-
rage de GISP2, peu de mesures sont disponibles, mais l’e´volution et la forme des
fabriques semblent eˆtre tre`s similaires a` celles de GRIP (Anandakrishnan et al.,
1994; Gow et al., 1997).
- la datation des deux carottages obtenue par identification et comptage des couches
annuelles (visuellement, par observation des poussie`res volcaniques, par mesure de
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la conductivite´, . . . d’apre`s Johnsen et al., 1992; Meese et al., 1997).
- les valeurs d’accumulation de´duites de l’e´tude de l’amincissement des couches de
glace dans les forages de GRIP et GISP2, soit 0.23ma−1 eq. glace au site de GRIP
(Dahl-Jensen et al., 1993) et 0.245ma−1 eq. glace a` GISP2 (Meese et al., 1994).
Nous avons aussi utilise´ la carte d’accumulation de Bolzan et Strobel (1994) qui
donne l’accumulation moyenne entre 1 957 et 1 987 dans la re´gion centrale du Groen-
land.
- les mesures de vitesses en surface re´alise´es entre 1993 et 1994 le long de la ligne
d’e´coulement de GRIP a` GISP2 (Waddington et al., 1995; Keller et al., 1995).
8.4.2 Vitesses
Rappelons que le calcul du champ de fabriques est inde´pendant de la valeur de B1
puisqu’il est conduit sous forme adimensionne´e. Dans la suite, les quantite´s pre´sente´es
sont dimensionne´es, et elles sont de´termine´es a` partir des quantite´s adimensionne´es par
les relations du Tableau 6.1.
La valeur de la fluidite´ dans le plan de base des grains ψ est choisie de fac¸on a` obtenir
un aˆge de 14 450 a a` la profondeur de 1 753.4m dans le forage de GRIP (Johnsen et al.,
1992). Avec cette condition, nous obtenons une valeur du parame`tre de la loi de Glen de
B1 = 0.09MPa
−1a−1 (a` −10◦C), soit infe´rieure aux valeurs de la litte´rature pre´sente´es
au paragraphe 1.3.1.2 (d’apre`s Lipenkov et al. (1997), B1(−10oC) = 0.16± 0.07MPa−1a−1).
Pour cette valeur de B1, les vitesses horizontales obtenues en surface sont supe´rieures
a` celles mesure´es par Waddington et al. (1995) et Keller et al. (1995). Par contre, c’est
l’inverse pour l’accumulation, puisque nous obtenons des taux d’accumulation le´ge´rement
infe´rieurs a` ceux mesure´s par Dahl-Jensen et al. (1993), Meese et al. (1994) et Bolzan et
Strobel (1994). Ces valeurs restent ne´anmoins proches des valeurs mesure´es. D’apre`s les
re´sulats obtenus au paragraphe 6.5.5, l’e´coulement plan donne, pour une meˆme valeur
des vitesses horizontales, des vitesses verticales approximativement deux fois plus faibles
que l’e´coulement axisyme´trique. Par conse´quent, nous ve´rifions bien que l’e´coulement
re´el entre GRIP et GISP2 se situe entre ces deux types d’e´coulements 2D.
La Figure 8.8 pre´sente les lignes de courant entre GRIP et GISP2. Il apparaˆıt que les
ondulations du lit rocheux sont transmises jusqu’a` la surface. Comme nous imposons un
profil de surface lisse´ (donne´ par la formule de Vialov (6.25)), la condition de stationnarite´
de la surface libre entraˆıne des oscillations de l’accumulation le long de la surface (cf.
Figure 8.11b). Notons que la recherche de la surface libre correspondant a` un taux
d’accumulation donne´ (Mangeney, 1996) conduirait a` une surface libre affecte´e par les
oscillations du profil du lit rocheux .
La comparaison des profils de vitesses de la Figure 8.11 avec ceux obtenus par Schott
Hvidberg et al. (1997), visibles sur la Figure 8.10, montre l’influence du choix du type
de l’e´coulement. Le mode`le de Schott Hvidberg (1996), applique´ par Schott Hvidberg
et al. (1997) a` la ligne d’e´coulement GRIP-GISP2, tient compte de la divergence de
l’e´coulement, de´termine´e a` partir de l’observation de la topographie de la surface. Sur
les Figures 8.9 et 8.10 sont pre´sente´s les lignes de courant et les profils de vitesses ob-
tenus par Schott Hvidberg et al. (1997). Comme ces derniers, nous trouvons que la
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Fig. 8.10 : Profils de vitesses verticales et horizontales donne´s par le mode`le de Schott
Hvidberg et al. (1997).
valeur du rapport u¯1/u¯2 est approximativement multiplie´ par 10 entre GRIP et GISP2.
Cependant, les rapports u¯1/u¯2 que nous obtenons sont deux fois plus grands. D’apre`s
les re´sultats pre´sente´s au paragraphe 6.5.5 sur l’influence du type de l’e´coulement, il est
normal d’observer cette diffe´rence entre notre mode`le et celui de Schott Hvidberg et al.
(1997), puisque ce dernier reproduit un e´coulement situe´ entre les e´coulements plan et
axisyme´trique. La conse´quence de cette diffe´rence sur les vitesses verticales est direc-
tement visible sur les lignes de courant, qui descendent beaucoup plus profond avec le
mode`le de Schott Hvidberg et al. (1997) qu’avec le notre (cf. les Figures 8.9 et 8.8).
8.4.3 Fabrique
La Figure 8.12 pre´sente l’e´volution de la fabrique (Ro et ϕo) dans le forage de GRIP
(trait plein) et la courbe Ro dans le forage de GISP2 (tirets) obtenus avec le mode`le.
Nous observons qu’il y a tre`s peu de diffe´rence sur la concentration de la fabrique entre
les deux forages distants de 28 km.
Sur cette meˆme figure, nous avons reporte´ les valeurs des concentrations de la fa-
brique Ro mesure´es par Thorsteinsson et al. (1997) dans le forage de GRIP. Les re´sultats
que nous obtenons donnent une concentration de la fabrique le´ge`rement infe´rieure a`
celle mesure´e jusqu’a` 1000m de profondeur. Pour des profondeurs supe´rieures, et jus-
qu’a` 2 800m, la concentration de la fabrique obtenue est en accord avec celle mesure´e
par Thorsteinsson et al. (1997). Nous ne reproduisons e´videmment pas les fabriques
de recristallisation discontinue observe´es pour des profondeurs supe´rieures a` 2 800m de
profondeur.
Pour comparaison, nous avons reporte´ sur la Figure 8.12a l’e´volution de Ro obtenue
au paragraphe 5.3 avec le mode`le ”1D”, pour un meˆme comportement de grain (β =
0.25 et γ = 1.0). Rappelons que le mode`le ”1D” suppose que la de´formation est une
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Fig. 8.11 : (a) Vitesse horizontale en surface, (b) accumulation sur la surface , (c)
profils verticaux de vitesses horizontales et (d) de vitesses verticales, en fonction de
la profondeur re´duite xˆ2 dans les forages de GRIP (trait continu) et GISP2 (tirets)
a` la convergence du proble`me couple´. Les cercles repre´sentent les valeurs mesure´es en
surface : accumulation a` GRIP (Dahl-Jensen et al., 1993), accumulation a` GISP2 (Meese
et al., 1994) et vitesses horizontales en surface (Keller et al., 1995). Les accumulations
repre´sente´es par des tirets sont extraites de la carte d’accumulation propose´e par Bolzan
et Strobel (1994).
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compression verticale et que la vitesse de de´formation verticale est constante jusqu’a` la
profondeur de 1 750m, puis qu’elle de´croˆıt line´airement pour s’annuler au contact du lit
rocheux (Dahl-Jensen et al., 1993). Comme nous l’avions remarque´ au paragraphe 5.3,
le mode`le ”1D” conduit a` une e´volution de la concentration de la fabrique beaucoup
trop rapide pour des profondeurs supe´rieures a` 1 000m, que ce soit avec notre mode`le a`
contraintes homoge`nes ou avec le mode`le auto-cohe´rent de Castelnau et al. (1996a). Pour
expliquer la diffe´rence entre ces re´sultats, nous avons trace´ sur la Figure 8.13 l’e´volution
des vitesses de de´formation D¯11, D¯22 et D¯12 dans le forage de GRIP, en fonction de la
profondeur. Notons que ce ne sont pas exactement les vitesses de de´formations subies
par les glaces se trouvant a` l’aplomb de GRIP, et qui arrivent selon des trajectoires (non
verticales) issues de la surface entre le doˆme et GRIP. Sur cette figure, nous observons
que la vitesse de de´formation D¯22 est constante de la surface jusqu’a` la profondeur de
2 400m, soit 650m plus profond que dans le mode`le de Dahl-Jensen et al. (1993). Par
contre, l’hypothe`se de compression uniaxiale n’est plus valable a` partir de 2 000m de
profondeur ou` la contrainte de cisaillement n’est plus nulle. Il apparaˆıt clairement que,
pour des profondeurs supe´rieures a` 2 500m, la glace subit un fort cisaillement malgre´
la condition de syme´trie du doˆme situe´ a` 3 km de GRIP. Le calcul d’e´volution pouvant
eˆtre mene´ sous forme adimensionne´e, seuls le champ de tempe´ratures, la ge´ome´trie de
la calotte et le comportement du grain (β et γ) ont une influence sur le champ de
fabriques obtenu avec notre mode`le. Par conse´quent, c’est uniquement la diffe´rence de
re´partition des vitesses de de´formation en fonction de la profondeur qui est responsable de
la diffe´rence d’e´volution de la fabrique observe´e entre le mode`le couple´ et le mode`le ”1D”.
En adoptant pour le mode`le ”1D” les vitesses de de´formation obtenues ici, l’e´volution
de la fabrique devrait eˆtre moins rapide qu’avec la vitesse de de´formation donne´e par
le mode`le de Dahl-Jensen et al. (1993). Ne´anmoins, il ne serait toujours pas possible
de prendre en compte les vraies trajectoires des polycristaux se trouvant actuellement a`
l’aplomb du forage de GRIP.
Ces re´sultats, obtenus pour un comportement de grain moins anisotrope que celui
observe´, ne mettent pas en doute le facteur ralentissant sur l’e´volution de la fabrique
de la progressive polygonisation des grains (Castelnau et al., 1996b). Cependant, la
comparaison des e´volutions de la fabrique obtenues avec les mode`les ”1D” et couple´,
pour un meˆme comportement de grain, montrent que les conditions de l’e´coulement
influence notablement l’e´volution de la fabrique.
L’inclinaison du maximum d’orientation obtenu avec le mode`le est visible sur la Figure
8.12. Sa valeur maximum est de 2◦ par rapport a` la verticale. Ceci est compatible avec
les textures observe´es dont la de´viation de la moyenne des orientations des cristaux par
rapport a` la verticale est ge´ne´ralement comprise entre 1◦ et 6◦ (Thorsteinsson et al.,
1997).
8.4.4 Datation
Nous proposons une datation des forages de GRIP et GISP2 correspondant aux champs
de fabriques et de vitesses calcule´s avec le mode`le couple´. Nous obtenons une e´volution de
l’aˆge en fonction de la profondeur quasi-line´aire dans la premie`re moitie´ du forage et une
brusque augmentation de l’aˆge a` l’approche du lit rocheux, ou` la condition d’adhe´rence
conduit a` un aˆge infini au fond.
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Fig. 8.12 : (a) Evolution de la concentration de la fabrique Ro dans les forages de
GRIP (trait continu) et GISP2 (tirets) obtenu a` la convergence du proble`me couple´ et
(b) e´volution de l’inclinaison par rapport a` la verticale du maximum d’orientation ϕo
dans le forage de GRIP (trait continu). Les cercles repre´sentent les valeurs mesure´es par
(Thorsteinsson et al., 1997). Sur la figure (a) est repre´sente´e en pointille´ l’e´volution de
Ro obtenue avec les hypothe`ses du mode`le ”1D” pre´sente´ au paragraphe 5.3 (pour un
meˆme comportement de grain).
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Fig. 8.13 : Evolution des vitesses de de´formation en fonction de la profondeur dans le
forage de GRIP : D¯22 (trait continu), D¯11 (tirets) et D¯12 (pointille´) a` la convergence du
proble`me couple´.
La valeur de B1 ayant e´te´ choisie pour obtenir un aˆge de 14 450a a` la profondeur
de 1 753.4m dans le forage de GRIP, nous ve´rifions bien que la courbe de datation
obtenue concorde jusqu’a` cette profondeur avec les mesures effectue´es dans ce forage.
La courbe de datation obtenue pour le forage de GISP2 donne, elle aussi, une datation
correcte jusqu’a` la profondeur de 1 500m. Pour des profondeurs supe´rieures et pour les
deux forages, les aˆges pre´dits par le mode`le sont plus jeunes que ceux donne´s par les
datations effectue´es par Johnsen et al. (1992) et Meese et al. (1997). Dans le forage
de GIPS2, nous obtenons un aˆge infe´rieur jusqu’a` l’avant dernier point date´ a` 2 800m,
et ceci malgre´ la condition de vitesse nulle au fond. Sur les mesures de datation du
forage de GRIP, on observe un changement de courbure de la courbe aˆge-profondeur au
niveau de la transition Holocene-Wisconsin a` 1 650m de profondeur. Nos courbes ne
reproduisent pas ce changement brutal puisque les proprie´te´s du mate´riau, la fabrique et
la tempe´rature, e´voluent continuˆment en fonction de la profondeur dans notre mode`le.
Notons enfin, que la dure´e ne´cessaire a` ce calcul couple´ applique´ a` la ligne d’e´coulement
GRIP-GISP2 est, sur notre station HP9000-712/80, infe´rieure a` 10 heures. Ceci montre
que l’objectif de construire un mode`le applicable de fac¸on pratique au calcul de l’e´coulement
bidimensionnel d’une calotte polaire a e´te´ atteint.
8.5 Conclusion
Les me´thodes nume´riques permettant le calcul des vitesses et de la fabrique, mises en
place dans les deux chapitres pre´ce´dents, ont e´te´ couple´es pour de´terminer les champs
de vitesses et de fabriques d’un e´coulement stationnaire de ge´ome´trie fixe´e.
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Fig. 8.14 : Evolution de l’aˆge de la glace en fonction de la profondeur dans les forages
de GRIP et GISP2 obtenue a` la convergence du proble`me couple´ (courbes). Les cercles
repre´sentent les datations propose´es par Johnsen et al. (1992) et Meese et al. (1997).
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Pour une ge´ome´trie de calotte simplifie´e, dont le lit rocheux est plat, nous montrons
clairement l’influence du champ de tempe´ratures sur la formation des fabriques. Un
champ de tempe´ratures tel que celui observe´ dans le forage de GRIP conduit a` une loca-
lisation de la de´formation dans les glaces profondes et, par conse´quent, a` une e´volution de
la concentration de la fabrique beaucoup plus lente que si la tempe´rature e´tait isotherme.
Pour ces meˆmes conditions de ge´ome´trie, nous montrons que plus le comportement du
grain est anisotrope plus l’e´volution de la concentration de la fabrique est rapide au sein
de la calotte polaire, comme nous l’avions de´ja` observe´ a` l’e´chelle du polycristal au Cha-
pitre 5. Pour reproduire les fabriques observe´es nous devons adopter un comportement
de grain dont l’anisotropie est plus faible que celle observe´e expe´rimentalement.
Finalement, nous avons applique´ le calcul couple´ a` la ligne d’e´coulement allant de
GRIP a` GISP2, montrant ainsi que notre mode`le satisfait aux crite`res de rapidite´ et
faisabilite´, e´nonce´s dans l’introduction de ce manuscrit, lui permettant d’eˆtre utilise´ pour
d’e´crire l’e´coulement et l’e´volution de la fabrique a` l’e´chelle d’une calotte polaire. A la
convergence du proble`me couple´, nous obtenons une e´volution de la fabrique beaucoup
plus proche de celle observe´e dans le forage de GRIP que celle que nous obtenons, pour
un meˆme comportement de grain, en supposant que la de´formation est seulement une
compression verticale dont l’e´volution est donne´e par le mode`le de Dahl-Jensen et al.
(1993). Cette e´tude montre la ne´cessite´ de prendre en compte l’e´coulement dans sa
globalite´ pour mode´liser le de´veloppement des fabriques au sein des calottes polaires.
Conclusion
Au cours de ce travail, nous avons mis en place les outils ne´cessaires a` l’e´laboration d’un
mode`le qui de´termine les champs de vitesses et de fabriques de l’e´coulement bidimen-
sionnel stationnaire d’une calotte polaire de ge´ome´trie donne´e.
A l’e´chelle du grain (Chapitre 2), nous avons formule´ la loi de comportement line´aire,
orthotrope de re´volution, propose´e par Meyssonnier et Philip (1996), sous forme inva-
riante par changement de re´fe´rentiel et nous l’avons e´tendue au cas non line´aire. Cette
loi de comportement suppose que le cristal de glace pre´sente une syme´trie de re´volution
par rapport a` son axe−c et elle de´pend de trois parame`tres qui permettent de de´crire
une gamme d’anisotropie allant de l’isotropie jusqu’au cas ou` le grain ne se de´forme que
par glissement dans ses plans de base. Dans le cas line´aire, nous avons montre´ que cette
loi de comportement e´tait e´quivalente a` celle, plus physique, mettant en jeu le glissement
dans les plans cristallins basal, pyramidal et prismatique.
A l’e´chelle du polycristal, nous avons e´tendu au cas orthotrope les re´sultats analytiques
de Lliboutry (1993), relatifs au comportement d’un polycristal orthotrope de re´volution
compose´ de grains ne se de´formant que par glissement basal, l’homoge´ne´isation e´tant
faite sous l’hypothe`se d’une re´partition homoge`ne des contraintes. Nos re´sultats pour un
polycristal orthotrope, line´aire et non-line´aire (n = 3), ont e´te´ obtenus en supposant le
comportement du grain orthotrope de re´volution, ce qui conduit a` un comportement du
polycristal plus re´aliste (Chapitre 4).
Deux me´thodes de description de la fabrique ont e´te´ envisage´es : la repre´sentation par
l’ensemble des orientations d’un nombre fini de grains discrets constituant le polycristal
et une repre´sentation par une fonction continue de distribution des orientations (ODF)
donnant la densite´ relative de grains pour une orientation donne´e. Nous avons montre´
qu’en utilisant cette deuxie`me repre´sentation, et pour des chargements pre´servant les
syme´tries d’orthotropie du mate´riau, il est possible d’obtenir une expression analytique
de l’e´volution de l’ODF lorsque le comportement du cristal est line´aire. Cette formulation
analytique pre´dit des fabriques en accord avec celles attendues dans des cas de chargement
simples, tels qu’une compression (axes−c concentre´s selon la direction de compression),
une traction (axes−c formant une couronne dans le plan perpendiculaire a` la traction)
ou un cisaillement pur (axe−c concentre´ a` 45◦ de la direction de cisaillement). De cette
expression analytique pour l’ODF, nous avons de´duit une forme d’ODF ne de´pendant
que de trois parame`tres et qui est adapte´e a` la description des fabriques observe´es dans
les calottes polaires (Chapitre 3).
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Pour des sollicitations de compression, traction, cisaillement pur et cisaillement simple,
nous avons e´tudie´ l’e´volution conjugue´e du comportement et de la fabrique du polycristal
line´aire. Ces tests montrent l’ame´lioration apporte´e, a` l’e´chelle de la re´ponse du poly-
cristal, par le comportement de grain orthotrope de re´volution que nous avons adopte´.
Pour un cisaillement simple, lorsque le grain ne se de´forme pas seulement par glissement
dans le plan de base, nous avons montre´ que la fabrique e´volue vers une fabrique a` un
seul maximum, oriente´ perpendiculairement a` la direction du cisaillement (Chapitre 5).
A l’e´chelle de la calotte polaire, nous avons mis en place les me´thodes nume´riques
permettant de re´soudre l’e´quation de l’e´quilibre pour une fabrique donne´e, par la me´thode
des e´le´ments finis, et l’e´volution de la fabrique pour un e´coulement donne´, par la me´thode
des lignes de courant. Nous avons adopte´ une ge´ome´trie simplifie´e bidimensionnelle
de calotte polaire, en de´formations planes ou axisyme´trique, dont la topographie de la
surface libre est suppose´e eˆtre celle de l’e´coulement stationnaire. Nous avons quantifie´
l’influence sur l’e´coulement a` l’e´chelle de la calotte polaire, des champs de fabriques et
de tempe´ratures, du comportement du grain et du type de l’e´coulement.
Nous avons montre´ que, lorsque la fabrique varie en fonction de la profondeur comme
celle observe´e a` GRIP, l’e´coulement est approximativement deux fois plus rapide que pour
de la glace isotrope a` la meˆme tempe´rature (re´sultat conforme a` celui de Mangeney, 1996).
La diffe´rence entre les deux e´coulements est encore amplifie´e lorsque la tempe´rature n’est
pas isotherme, mais varie en fonction de la profondeur comme celle observe´e a` GRIP
(Chapitre 6).
Pour le calcul du champ de fabriques stationnaire correspondant a` un e´coulement
donne´, nous avons montre´ qu’il est possible d’adopter l’ODF parame´tre´e (3.34) pour
de´crire les fabriques forme´es par l’e´coulement au sein d’une calotte polaire. Nous avons
mis en place une me´thode efficace, tant par le nombre restreint de donne´es a` stocker en
chaque nœud du maillage aux e´le´ments finis (trois), que par la rapidite´ du calcul, qui
fournit le champ de fabriques stationnaire pour un champ de vitesses et un comportement
de polycristal donne´s (Chapitre 7).
A la convergence du proble`me couple´, qui alterne le calcul des vitesses et de la fa-
brique, nous obtenons les champs de vitesses et fabriques correspondants a` l’e´coulement
stationnaire d’une calotte polaire de ge´ome´trie donne´e, pour un comportement et un
champ de tempe´ratures donne´s. L’application a` une ge´ome´trie de calotte simplifie´e
montre l’influence du champ de tempe´ratures sur la forme et la concentration des fa-
briques obtenues a` la convergence du proble`me couple´.
Nous avons applique´ le mode`le couple´ a` la ligne d’e´coulement GRIP-GISP2. Pour
des temps de calcul raisonnables (< 10 heures sur notre station HP9000-712/80), notre
mode`le est utilisable dans l’e´tat pour des applications a` l’e´chelle des calottes polaires.
Les re´sulats pre´liminaires de cette e´tude indiquent clairement la ne´cessite´ de prendre
en compte des conditions d’e´coulement re´alistes dans le calcul du developpement des
fabriques. En effet, nous avons mis en e´vidence la diffe´rence entre les e´volutions de la
fabrique dans le forage de GRIP donne´es par le mode`le couple´ et le mode`le ”1D” sup-
posant que la glace se de´forme en compression uniaxiale avec une vitesse de de´formation
donne´e par le mode`le de Dahl-Jensen et al. (1993) (Chapitre 8).
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En conclusion de ce travail, qui est un premier pas vers la prise en compte de la fabrique
comme inconnue de l’e´coulement, nous pouvons proposer deux axes de de´veloppement
qui sont la confrontation du mode`le aux donne´es de terrain et l’ame´lioration du mode`le
existant, ces deux voies pouvant eˆtre explore´es en paralle´le.
Pour les applications, nous distinguons deux domaines possibles :
• Dans le domaine de la Glaciologie, notre mode`le doit eˆtre utilise´ pour mode´liser les
e´coulements en amont des forages profonds re´alise´s en Antarctique et au Groen-
land. Il serait notamment inte´ressant de comprendre quelle est la configuration
d’e´coulement qui conduit aux fabriques forme´es a` Vostok, si diffe´rentes de celles
de GRIP. L’utilisation de notre mode`le permettra de proposer une datation des
glaces des forages profonds qui tient compte de l’influence de l’anisotropie de la
glace sur l’e´coulement. Notons aussi qu’il serait inte´ressant d’utiliser, plutoˆt que la
seule notion de concentration de la fabrique (le Ro de Thorsteinsson et al., 1997),
l’ODF parame´tre´e (3.34) pour caracte´riser les fabriques observe´es. Cette de´marche
permettrait d’obtenir des informations plus pre´cises sur la syme´trie des fabriques,
mais aussi sur une e´ventuelle inclinaison du maximum d’orientation par rapport a`
la verticale.
• Pour la communaute´ des sciences des mate´riaux, notre de´marche originale utilisant
une ODF parame´tre´e pour de´crire la fabrique devrait pouvoir s’appliquer a` d’autres
mate´riaux, et permettre ainsi d’augmenter la re´solution des proble`mes a` grande
e´chelle (par exemple en formage de pie`ces me´talliques).
Concernant l’ame´lioration du mode`le, les e´tapes successives pouront-eˆtre les suivantes :
• Recherche de la surface libre correspondant a` un taux d’accumulation en surface
donne´.
• Imple´mentation dans le code e´le´ments finis de la loi de comportement non-line´aire
(n = 3), pre´sente´e au Chapitre 4 et en Annexe C, et du calcul d’e´volution de la
fabrique dans le cas non-line´aire.
• Ame´lioration du mode`le d’homoge´ne´isation, en adoptant un mode`le auto-cohe´rent
qui prenne en compte l’interaction entre le grain et le polycristal, tout en conservant
notre mode`le de grain et la repre´sentation de la fabrique par une ODF.
• De´veloppement du code pour une ge´ome´trie de calotte polaire tridimensionnelle.
Enfin, il faudra incorporer dans notre mode`le de polycristal les re´sultats du pro-
gramme en cours sur la mode´lisation des processus de recristallisation de la glace polaire,
pour prendre en compte les effets de la polygonisation sur la cine´tique de formation des
fabriques, et l’occurence dans la couche basale de la recristallisation discontinue qui a
pour effet de de´truire les fabriques he´rite´es de l’histoire de la de´formation.
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Annexe A
Loi de comportement du cristal
de glace
Nous donnons dans cette annexe les calculs interme´diaires qui ont permis d’e´tablir la loi
de comportement du grain propose´e au Chapitre 2.
Mate´riau line´aire incompressible orthotrope de re´volution
Pour de´crire le comportement des mate´riaux orthotropes de re´volution line´aires, Boeh-
ler (1978) propose d’adopter la forme invariante engendre´e par les quatre ge´ne´rateurs
inde´pendants du cas orthotrope de re´volution I, σ, M3 et (σM3 +M3σ), soit
(A.1) D = α1I + α2M3 + α3σ + α4(σM3 +M3σ),
ou` dans le cas line´aire, α3 et α4 sont des constantes et α1 et α2 sont uniquement fonc-
tions des invariants tr (σ) et tr (M3σ). La loi de comportement de´pend donc de six
parame`tres.
Lorsque le mate´riau est incompressible, la condition d’incompressibilite´ trD = 0
entraˆıne :
(A.2) 3α1 + α2 + 3pα3 + 2α4 tr (M3σ) = 0,
ou` p = tr (σ)/3 est la pression isotrope.
En de´composant le tenseur des contraintes σ en sa partie de´viatoire S et isotrope
pI, la loi (A.1) se re´e´crit :
(A.3) D = (α1 + pα3)I + (α2 + 2pα4)M3 + α3S + α4(SM3 +M3S).
Si nous supposons que la vitesse de de´formation ne de´pend pas de la pression isotrope
p, en utilisant (A.2) et tr (M3σ) = tr (M3S) + p, nous obtenons l’expression (2.2) ou`
les coefficients δr sont de´finis a` partir des coefficients αr par :
δ1 = α2 + 2pα4,
δ2 = α3,
δ3 = α4.
(A.4)
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Intervalles de validite´ des parame`tres β et γ
Les parame`tres β et γ ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs. Pour de´terminer
les intervalles de de´finition des parame`tres β et γ il est ne´cessaire d’exprimer le potentiel
(2.12) sous forme irre´ductible. Pour cela, le potentiel est reformule´ en fonction des
cinq composantes inde´pendantes (gS11 − gS22)2, gS233, gS223,gS231 et gS212 du tenseur des
contraintes de´viatoires. Sachant que :
(A.5) gS211 +
gS222 =
1
2
gS233 +
1
2
(gS11 − gS22)2,
le potentiel (2.12) se re´duit a`
(A.6) φS =
ψ
2
(
gS223 +
gS231 +
β
4
(
(gS11 − gS22)2 + 4gS212
)
+ β
( γ + 2
4γ − 1 −
1
4
)
gS233
)
.
Le potentiel devant rester positif, nous obtenons les conditions d’encadrement (2.13)
pour β et γ.
Annexe B
Etude de la stabilite´ des positions
d’e´quilibre des grains
Dans cette annexe, nous donnons les e´quations qui permettent de pre´dire la stabilite´ des
positions d’e´quilibre des grains donne´es par θ˙0 = θ˙(θ0, ϕ0) = 0 et ϕ˙0 = ϕ˙(θ0, ϕ0) = 0.
En notant u le vecteur de composantes (θ˙, ϕ˙) dans l’espace (θ, ϕ) (cf. Figure B.1
pour la de´finition des notations), l’e´tude de la stabilite´ de la position (θ0, ϕ0) revient a`
montrer que la partie radiale de u, note´ ur, est ne´gative, soit
(B.1) ur = θ˙ cosλ+ ϕ˙ sinλ < 0.
Si cette condition est ve´rifie´e, un grain subissant une petite perturbation quelconque
(dθ,dϕ) est ramene´ dans sa position initiale, et par conse´quent l’e´quilibre peut eˆtre
conside´re´ comme stable.
En notant que
(B.2)
∣∣∣∣ dθ = cosλdrdϕ = sinλdr ,
et
(B.3)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ˙ =
∂θ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
dθ +
∂θ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
dϕ
ϕ˙ =
∂ϕ˙
∂θ
∣∣∣∣
0
dθ +
∂ϕ˙
∂ϕ
∣∣∣∣
0
dϕ
,
au voisinage de (θ0, ϕ0) ou` θ˙ et ϕ˙ s’annulent, la condition (B.1) se re´e´crit :
ur = cos
2 λdr
a+ b dϕ
d θ
+ c
(
dϕ
d θ
)2 < 0,
ou ur = sin
2 λdr
a( d θ
dϕ
)2
+ b
d θ
dϕ
+ c
 < 0.
(B.4)
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λ
u = θ˙ eθ + ϕ˙ eϕ
urer
uλeλ
M0
Mdr
eθ
eϕ
Fig. B.1 : De´finition des notations utilise´es pour l’e´tude de la stabilite´ de l’e´quilibre au
point M0(θ0, ϕ0).
ou`
(B.5) a =
∂θ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
, b =
∂θ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
+
∂ϕ˙
∂θ
∣∣∣∣∣
0
, et c =
∂ϕ˙
∂ϕ
∣∣∣∣∣
0
.
Le rapport dϕ/dθ variant de moins l’infini a` plus l’infini, la position d’e´quilbre M0
est donc stable si, et seulement si :
(B.6)
{
a < 0
ou c < 0
et b2 − 4ac < 0,
ou
(B.7) a = 0 et b = 0 et c < 0,
ou
(B.8) c = 0 et b = 0 et a < 0,
soit, si et seulement si une des trois conditions (3.12), (3.13) et (3.14) est ve´rifie´e.
Annexe C
Polycristal orthotrope
non-line´aire
Nous donnons les re´sultats interme´diaires du calcul d’homoge´ne´isation du mate´riau or-
thotrope non-line´aire (n = 3) pre´sente´s au Chapitre 4.
Les vingt-deux coefficients a¯r du potentiel (4.30) sont de´finis uniquement a` partir
des trois parame`tres rhe´ologiques du grain α1, α2, α3 et de quatorze inte´grales Jpq (4.9).
Leur expression est donne´e dans le Tableau C.1.
Les vingt-deux coefficients du potentiel (4.30) ve´rifient sept relations. Il est donc
possible d’exprimer sept des coefficients en fonction des quinze autres. En utilisant les
notations suivantes,
Γ1 = α1
2α2α3,
Γ2 = α2
2α1α3,
Γ3 = α3
2α1α2,
Γ4 = 8α1α2 − 5α23,
Γ5 = −(8α22 + 22α23 + 44α1α2 + 77α1α3 + 22α2α3),
(C.1)
les relations liant a¯1, a¯2, a¯3, a¯4, a¯5, a¯12 et a¯13 aux quinze autres parame`tres s’e´crivent :
48a¯1Γ4 = (1144α1α2 + 520α2α3 + 240α2
2)a¯6 + (1144α1α2 + 520α2α3 + 240α2
2)a¯8+
(−520α2α3 − 240α22 − 1144α1α2)a¯10 + (−260α32 + 416α1α2)a¯14+
(−3α32 − 104α2α3 − 224α1α2 − 48α22)a¯15+
(−384α1α2 − 208α2α3 − 46α32 − 96α22)a¯17+
(−266α32 − 32α1α2 − 96α22 − 208α2α3)a¯20 + (3α32 + 104α2α3 + 224α1α2 + 48α22)a¯21,
(C.2)
48a¯2Γ4 = (1144α1α2 + 520α2α3 + 240α2
2)a¯7 + (1144α1α2 + 520α2α3 + 240α2
2)a¯8+
(−520α2α3 − 240α22 − 1144α1α2)a¯11 + (−384α1α2 − 208α2α3 − 46α32 − 96α22)a¯16+
(−3α32 − 104α2α3 − 224α1α2 − 48α22)a¯18 + (−260α32 + 416α1α2)a¯19+
(3α3
2 + 104α2α3 + 224α1α2 + 48α2
2)a¯21 + (−266α32 − 32α1α2 − 96α22 − 208α2α3)a¯22,
(C.3)
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8a¯3Γ4 = (1144α1α2 + 520α2α3 + 240α2
2)a¯8 + (572α1α2 + 120α2
2 + 260α2α3)a¯9+
(−120α22 − 572α1α2 − 260α2α3)a¯10 + (−120α22 − 572α1α2 − 260α2α3)a¯11+
(−128α1α2 − 63α32 − 48α22 − 104α2α3)a¯15 + (−30α32 + 48α1α2)a¯16+
(−30α32 + 48α1α2)a¯17 + (−128α1α2 − 63α32 − 48α22 − 104α2α3)a¯18+
(30α3
2 − 48α1α2)a¯20 + (−160α32 + 256α1α2)a¯21 + (30α32 − 48α1α2)a¯22,
(C.4)
12a¯4Γ4 = (1144α1α2 + 520α2α3 + 240α2
2)a¯8 + (572α1α2 + 120α2
2 + 260α2α3)a¯9+
(−120α22 − 572α1α2 − 260α2α3)a¯10 + (−120α22 − 572α1α2 − 260α2α3)a¯11+
(−72α1α2 − 98α32 − 48α22 − 104α2α3)a¯15 + (−30α32 + 48α1α2)a¯16+
(40α3
2 − 64α1α2)a¯17 + (−128α1α2 − 63α32 − 48α22 − 104α2α3)a¯18+
(64α1α2 − 40α32)a¯20 + (−125α32 + 200α1α2)a¯21 + (30α32 − 48α1α2)a¯22,
(C.5)
12a¯5Γ4 = (1144α1α2 + 520α2α3 + 240α2
2)a¯8 + (572α1α2 + 120α2
2 + 260α2α3)a¯9+
(−120α22 − 572α1α2 − 260α2α3)a¯10 + (−120α22 − 572α1α2 − 260α2α3)a¯11+
(−128α1α2 − 63α32 − 48α22 − 104α2α3)a¯15 + (40α32 − 64α1α2)a¯16+
(−30α32 + 48α1α2)a¯17 + (−72α1α2 − 98α32 − 48α22 − 104α2α3)a¯18+
(30α3
2 − 48α1α2)a¯20 + (−125α32 + 200α1α2)a¯21 + (64α1α2 − 40α32)a¯22,
(C.6)
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a¯12Γ4Γ5 =
(40α3
3α2 − 660α1α33 − 704α12α22 − 1232Γ1 − 384α1α23 − 1376Γ2 − 1744Γ3)a¯6+
(1232Γ1 + 660α1α3
3 + 1376Γ2 − 40α33α2 + 384α1α23 + 1744Γ3 + 704α12α22)a¯8+
(240α3
2α2
2 + 660α1α3
3 + 1232Γ1 + 1216Γ3 + 330α3
4 + 620α3
3α2 + 704α1
2α2
2 + 320Γ2)a¯9+
(−240α32α22 − 320Γ2 − 1232Γ1 − 660α1α33 − 704α12α22 − 330α34 − 620α33α2 − 1216Γ3)a¯11+
(−48Γ3 + 128α12α22 + 224Γ1 − 140α1α33 − 20α34)a¯14+
(−272Γ3 − 112Γ1 − 78α34 − 64α12α22 − 64Γ2 − 124α33α2 − 48α32α22 − 216α1α33)a¯15+
(−48Γ3 + 128α12α22 + 224Γ1 − 140α1α33 − 20α34)a¯16+
(592Γ3 + 128Γ2 + 248α3
3α2 + 572α1α3
3 + 176α3
4 + 96α3
2α2
2)a¯17+
(−572α1α33 − 176α34 − 96α32α22 − 592Γ3 − 248α33α2 − 128Γ2)a¯18+
(−128α12α22 + 128Γ2 + 712α1α33 + 96α32α22 + 196α34 + 248α33α2 + 640Γ3 − 224Γ1)a¯20+
(−48α32α22 − 64Γ2 − 124α33α2 − 320Γ3 + 64α12α22 + 112Γ1 − 356α1α33 − 98α34)a¯21+
(48Γ3 − 224Γ1 + 20α34 − 128α12α22 + 140α1α33)a¯22,
(C.7)
9a¯13Γ4Γ5 =
(40α3
3α2 − 660α1α33 − 704α12α22 − 1232Γ1 − 384α1α23 − 1376Γ2 − 1744Γ3)a¯7+
(1232Γ1 + 660α1α3
3 + 1376Γ2 − 40α33α2 + 384α1α23 + 1744Γ3 + 704α12α22)a¯8+
(240α3
2α2
2 + 660α1α3
3 + 1232Γ1 + 1216Γ3 + 330α3
4 + 620α3
3α2 + 704α1
2α2
2 + 320Γ2)a¯9+
(−240α32α22 − 320Γ2 − 1232Γ1 − 660α1α33 − 704α12α22 − 330α34 − 620α33α2 − 1216Γ3)a¯10+
(−572α1α33 − 176α34 − 96α32α22 − 592Γ3 − 248α33α2 − 128Γ2)a¯15+
(592Γ3 + 128Γ2 + 248α3
3α2 + 572α1α3
3 + 176α3
4 + 96α3
2α2
2)a¯16+
(−48Γ3 + 128α12α22 + 224Γ1 − 140α1α33 − 20α34)a¯17+
(−272Γ3 − 112Γ1 − 78α34 − 64α12α22 − 64Γ2 − 124α33α2 − 48α32α22 − 216α1α33)a¯18+
(−48Γ3 + 128α12α22 + 224Γ1 − 140α1α33 − 20α34)a¯19+
(48Γ3 − 224Γ1 + 20α34 − 128α12α22 + 140α1α33)a¯20+
(−48α32α22 − 64Γ2 − 124α33α2 − 320Γ3 + 64α12α22 + 112Γ1 − 356α1α33 − 98α34)a¯21+
(−128α12α22 + 128Γ2 + 712α1α33 + 96α32α22 + 196α34 + 248α33α2 + 640Γ3 − 224Γ1)a¯22.
(C.8)
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Tab. C.1 : Expression des a¯r en fonction de α1, α2 et α3 et des inte´grales Jpq de´finies par (4.9). Ces calculs ont e´te´ re´alise´s a`
l’aide du logiciel Maple.
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Annexe D
Stabilite´ en cisaillement simple
des fabriques a` un seul maximum
Dans cette annexe, nous e´tudions analytiquement la stabilite´ en cisaillement simple des
fabriques a` un seul maximum d’orientation contenu dans le plan de cisaillement.
Conside´rons un polycristal dont tous les axes−c sont contenus dans le plan (e1, e2)
et ont la meˆme orientation (θ = π/2, ϕ). Si tous les axes−c des grains sont confondus, le
comportement du polycristal est e´quivalent a` celui d’un grain unique. Dans la suite, le
comportement du grain, et donc du polycristal, est suppose´ line´aire et il est donne´ par
la loi (2.7). Nous nous proposons d’e´tudier la stabilite´ de cette fabrique si le grain est
soumis a` un e´tat de de´formation de cisaillement simple de´fini, dans le repe`re de re´fe´rence
{R}, par :
(D.1) D¯ =
 0 D¯12 0D¯12 0 0
0 0 0
 et W¯ =
 0 D¯12 0−D¯12 0 0
0 0 0

La position d’e´quilibre de ce grain est donne´e par l’e´tude des variations des vitesses
de rotation (3.43). Il vient imme´diatement θ˙ = 0 puisque θ = π/2, et par conse´quent,
l’axe−c du grain reste contenu dans le plan (e1, e2) pour une de´formation en cisaillement
simple.
L’e´tude des variations de ϕ˙ est re´alise´e en remplac¸ant les contraintes de´viatoires S¯11,
S¯22 et S¯12 dans (3.43) par leurs expressions en fonction de la vitesse de de´formation
impose´e D¯12 et de ϕ, comme suit :
- En utilisant la matrice de rotation reliant gD¯ a` D¯, donne´e par (2.1) ou` θ = π/2, et
l’expression (D.1) de D¯, il vient :
(D.2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
gD¯11 = 0
gD¯22 = −D¯12 sin 2ϕ
gD¯33 = D¯12 sin 2ϕ
2gD¯23 = D¯12 cos 2ϕ
2gD¯31 = 0
2gD¯12 = 0
.
- En introduisant la loi de comportement (2.7), les expressions pre´ce´dentes sont
re´e´crites en fonction des contraintes de´viatoires gS¯ij , exprime´es dans le repe`re du grain.
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Avec la premie`re e´quation de (D.2) nous obtenons :
(D.3) gS¯11 = 2
γ − 1
2γ + 1
gS¯22,
puis ensuite, il vient :
(D.4)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
gS¯11 = −D¯12 2
βψ
2γ − 2
3
sin 2ϕ
gS¯22 = −D¯12 2
βψ
2γ + 1
3
sin 2ϕ
gS¯33 = D¯12
2
βψ
4γ − 1
3
sin 2ϕ
gS¯23 = D¯12
2
ψ
cos 2ϕ
gS¯31 = 0
gS¯12 = 0
.
- Puis par changement de base, les relations pre´ce´dentes conduisent aux relations
donnant les contraintes de´viatoires, exprime´es dans le repe`re de re´fe´rence, en fonction de
la vitesse de de´formation applique´e D¯12, soit :
(D.5)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S¯11 = − 2
ψ
D¯12
(
1 + 2γ sin2 ϕ− 4γ cos2 ϕ
3β
+ cos 2ϕ
)
sin 2ϕ
S¯22 = − 2
ψ
D¯12
(
1 + 2γ cos2 ϕ− 4γ sin2 ϕ
3β
− cos 2ϕ
)
sin 2ϕ
S¯33 = − 4
ψ
D¯12
γ − 1
3β
sin 2ϕ
S¯23 = 0
S¯31 = 0
S¯12 =
2
ψ
D¯12
(
γ
β
sin2 2ϕ+ cos2 2ϕ
)
.
- Enfin, en reportant ces expressions dans la deuxie`me e´quation de (3.43) de´finissant
ϕ˙ et en notant que W¯12 = D¯12, nous obtenons :
(D.6) ϕ˙ = −D¯12(1 + cos 2ϕ).
L’e´tude du signe de ϕ˙ montre que, quelque soit le comportement du grain (line´aire),
la seule position d’e´quilibre est en ϕ = ±π/2, mais que cette position d’e´quilibre n’est
stable qu’a` gauche puisque ϕ˙ ne change pas de signe. Une perturbation positive entraˆıne
la rotation du grain jusqu’a` la position d’e´quilibre oppose´e, mais qui correspond a` la
meˆme position du grain (rotation de π).
Pour un grain se de´formant uniquement par glissement dans les plans de base (β = 0),
seuls les grains oriente´s a` ϕ = 0 ou ϕ = π/2 (a` π pre`s) peuvent se de´former. En effet, si
β = 0 et ϕ 6= kπ/2, les relations (D.5) conduisent a` D¯12 = 0 et ceci quelque soit l’e´tat
de contrainte.
Annexe E
ODF analytique pour un
cisaillement simple dans
l’hypothe`se de Taylor
Dans cette annexe, nous pre´sentons les calculs permettant d’obtenir une expression ana-
lytique de l’ODF pour un e´tat de de´formation en cisaillement simple et en faisant l’hy-
pothe`se de de´formations homoge`nes dans le polycristal (mode`le de Taylor). Il ne semble
pas possible d’obtenir une formulation similaire avec le mode`le a` contraintes homoge`nes.
Ne´anmoins, ce re´sultat est inte´ressant puisqu’il prouve qu’il est possible d’aboutir a` une
fabrique a` un seul maximum, oriente´ perpendiculairement a` la direction du cisaillement.
D’apre`s les explications de´veloppe´es au paragraphe 3.4.5, les e´quations (3.9) donnant
θ˙ et ϕ˙ pour le mode`le a` contraintes homoge`nes restent valables pour le mode`le de Taylor
en remplac¸ant ψS¯ij/2 par D¯ij . Par conse´quent, pour un e´tat de de´formation de cisaille-
ment simple D¯12 = W¯12, de´fini au paragraphe 5.4.1, les e´quations (3.9) se re´e´crivent,
sous l’hypothe`se du mode`le de Taylor, comme :
(E.1)
∣∣∣∣ θ˙ = − sin θ cos θ sin 2ϕD¯12ϕ˙ = −(1 + cos 2ϕ)D¯12 .
L’inte´gration de ce syste`me d’e´quations, en posant comme conditions initiales θ(0) = θ0
et ϕ(0) = ϕ0 a` t = 0, donne :
(E.2)
∣∣∣∣∣∣∣
tanϕ = tanϕ0 − κ
tan θ = tan θ0
(
1 + (tanϕ0 − κ)2
1 + tan2 ϕ0
)1/2
,
ou` κ = 2D¯12t mesure la de´formation en cisaillement simple de 0 a` t.
L’e´quation de la conservation du nombre de grain (3.10) e´crite sous la forme (3.25)
devient :
(E.3)
d f sin θ
d t
= −2f sin θ
(
θ˙ cot 2θ − ϕ˙ sin 2ϕ
1 + cos 2ϕ
)
,
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e1
e2
(a) κ = 0.10
e1
e2
(b) κ = 1.05
e1
e2
(c) κ = 1.75
e1
e2
(d) κ = 3.50
e1
e2
(e) κ = 5.25
e1
e2
(f) κ = 7.00
Fig. E.1 : Repre´sentation en projection de Schmidt de l’ODF analytique de cisaillement
simple E.4, obtenue avec le mode`le de Taylor, pour diffe´rentes valeurs de la de´formation
κ.
qui s’inte`gre pour donner :
(E.4) f(θ, ϕ, t) sin θ =
sin θ0 sin 2θ0(1 + cos 2ϕ0)
sin 2θ(1 + cos 2ϕ)
.
En inversant les relations (E.2), puis en remplac¸ant θ0 et ϕ0 dans l’e´quation pre´ce´dente
par leurs expressions en fonction de θ, ϕ et κ, il vient :
(E.5) f(θ, ϕ, t) =
1(
cos2 θ + sin2 θ
(
cos2 ϕ+ (sinϕ+ κ cosϕ)2
))3/2 .
Il est inte´ressant de remarquer que l’ODF (E.5) ne pre´sente pas de syme´trie d’or-
thotropie, mais que la forme de la fabrique reste tre`s proche de celle d’une fabrique
orthotrope (cf. Figure E.1).
Annexe F
Inversion de la loi de
comportement dans le cas line´aire
L’homoge´ne´isation a` partir de l’hypothe`se de contraintes homoge`nes conduit a` une loi de
comportement donnant les vitesses de de´formation en fonction des contraintes de´viatoires.
Dans le cadre d’un calcul d’e´coulement de calotte polaire par la me´thode des e´le´ments
finis formule´e en ”vitesse-pression”, le traitement de la vitesse comme inconnue nodale
ne´cessite de de´terminer la loi inverse donnant les contraintes de´viatoires en fonction
des vitesses de de´formation. Les re´sultats analytiques obtenus au Chapitre 4 vont
nous permettre d’effectuer cette inversion de manie`re relativement simple, alors que sans
expression analytique pour la loi de comportement macroscopique, seule une inversion
nume´rique serait envisageable.
Le proble`me a` re´soudre est donc : a` partir de l’expression (4.6), de´terminer la loi
inverse correspondante qui exprime les contraintes de´viatoires S¯ en fonction des vitesses
de de´formation D¯.
En remarquant que
2S¯ =
3∑
r=1
(S¯ M¯ r + M¯ rS¯)
D,
la loi de comportement (4.6) est re´e´crite en introduisant le ge´ne´rateur S¯ de fac¸on a`
e´liminer (S¯ M¯3 + M¯3S¯)
D. Ceci permet d’exprimer S¯ en fonction des autres termes :
2α¯6S¯ =D¯ −
3∑
r=1
α¯r I¯rM¯
D
r
− (α¯4 − α¯6)(S¯ M¯1 + M¯1S¯)D
− (α¯5 − α¯6)(S¯ M¯2 + M¯2S¯)D,
(F.1)
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Les ge´ne´rateurs ve´rifient les proprie´te´s suivantes :
M¯1M¯1 = M¯1, M¯1M¯
D
1 =
2
3
M¯1,
M¯2M¯1 = 0, M¯2M¯
D
1 = −
1
3
M¯2,
M¯ rS¯M¯ r = tr (M¯ rS¯)M¯ r,
(F.2)
ce qui permet d’exprimer les invariants tr (M¯ rD¯) a` partir de l’expression (4.6) sous la
forme :
(F.3) tr (M¯ rD¯) = (α¯r + 2α¯r+3)I¯r −
1
3
3∑
s=1
(α¯s + 2α¯s+3)I¯s, r = 1, 2, 3,
ainsi que les ge´ne´rateurs (D¯ M¯1 + M¯1D¯)
D et (D¯ M¯2 + M¯2D¯)
D :
(M¯1D¯ + D¯M¯1)
D =
2
3
(
(2α¯1 + α¯4)I¯1 − (α¯2 + 2α¯5)I¯2 − (α¯3 + 2α¯6)I¯3
)
M¯
D
1
+ α¯4(M¯1S¯ + S¯M¯1)
D + α¯5(M¯2S¯M¯1 + M¯1S¯M¯2)
+ α¯6(M¯3S¯M¯1 + M¯1S¯M¯3),
(M¯2D¯ + D¯M¯2)
D =
2
3
(−(α¯1 + 2α¯4)I¯1 + (2α¯2 + α¯5)I¯2 − (α¯3 + 2α¯6)I¯3)M¯D2
+ α¯4(M¯1S¯M¯2 + M¯2S¯M¯1) + α¯5(M¯2S¯ + S¯M¯2)
D
+ α¯6(M¯3S¯M¯2 + M¯2S¯M¯3).
(F.4)
En inversant les trois relations (F.3) et en remarquant que
M¯pS¯M¯ q + M¯ qS¯M¯p =
− S¯ + (M¯pS¯ + S¯M¯p) + (M¯ qS¯ + S¯M¯ q)
− tr (M¯pS¯)(M¯p + M¯ r)− tr (M¯ qS¯)(M¯ q + M¯ r),
(F.5)
ou` (p, q, r) = (1, 2, 3), (3, 1, 2), (2, 3, 1), les deux ge´ne´rateurs et les trois invariants du
tenseur des contraintes sont remplace´s par leurs expressions en fonction de celles des
vitesses de de´formation. Puis, en exprimant le ge´ne´rateur D¯ comme la demi-somme des
ge´ne´rateurs (D¯ M¯ r + M¯ rD¯)
D, nous obtenons la loi de comportement inverse suivante
pour le polycristal de glace orthotrope line´aire :
(F.6) S¯ =
3∑
r=1
(
η¯r tr (M¯ rD¯)M¯
D
r + η¯r+3(D¯ M¯ r + M¯ rD¯)
D
)
.
Notons que la forme de la loi (F.6) aurait pu eˆtre postule´e, a priori, puisqu’elle
est formellement identique a` la loi reliant les vitesses de de´formation aux contraintes
de´viatoires (4.6). Ce qui pre´ce´de a donc vocation de de´monstration.
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Les relations liant les viscosite´s η¯r aux fluidite´s α¯r sont donne´es par
1 :
η¯1χ1χ2 =(2α¯2 + 2α¯3 + 2α¯5 + 2α¯6)α¯
3
4
+
(
(α¯1 + 2α¯3−2α¯5)α¯5 − 2α¯26 + (α¯1 + 2α¯2)α¯6 + χ3
)
α¯24
− ((3α¯1 + 2α¯3 + 2α¯6)α¯25 + (2α¯26 + 6α¯1α¯6 + χ3)α¯5) α¯4
− ((3α¯1 + 2α¯2)α¯6 + χ3) α¯6α¯4
− (2α¯1 + 2α¯3)α¯35 + (4α¯26 − 5α¯1α¯6 − χ3)α¯25
− (5α¯1α¯26 + χ3α¯6)α¯5 − 2(α¯1 + α¯2)α¯36 − χ3α¯26
(F.7)
η¯2χ1χ2 =− 2(α¯2 + α¯3)α¯34
− (2α¯25 + (3α¯2 + 2α¯3 + 2α¯6)α¯5 − 4α¯26 + 5α¯2α¯6 + χ3) α¯24
+
(
2α¯35 + (α¯2 + 2α¯3)α¯
2
5 −
(
2α¯26 + 6α¯6α¯2 + χ3
)
α¯5 − 5α¯2α¯26 − χ3α¯6
)
α¯4
+ 2(α¯1 + α¯3 + α¯6)α¯
3
5 + ((2α¯1 − 2α¯6 + α¯2)α¯6 + χ3) α¯25
− ((2α¯1 + 3α¯2)α¯26 + χ3α¯6) α¯5 − 2(α¯1 + α¯2)α¯36 − χ3α¯26
(F.8)
η3χ1χ2 =− 2(α¯2 + α¯3)α¯34
+
(
4α¯25 − (2α¯6 + 5α¯3)α¯5 − 2α¯26 − (2α¯2 + 3α¯3)α¯6 − χ3
)
α¯24
− ((5α¯3 + 2α¯6)α¯25 + (6α¯6α¯3 + χ3)α¯5 − 2α¯36 − (α¯3 + 2α¯2)α¯26 + χ3α¯6) α¯4
− 2(α¯1 + α¯3)α¯35 −
(
2α¯26 + (2α¯1 + 3α¯3)α¯6 + χ3
)
α¯25
+
(
2α¯36 + (2α¯1 + α¯3)α¯
2
6 +−χ3α¯6
)
α¯5 + 2(α¯1 + α¯2)α¯
3
6 + χ3α¯
2
6
(F.9)
(F.10) 2η¯4χ1 = −α¯24 + α¯25 + α¯26 + α¯4α¯5 + α¯4α¯6 + α¯5α¯6
(F.11) 2η¯5χ1 = α¯
2
4 − α¯25 + α¯26 + α¯4α¯5 + α¯4α¯6 + α¯5α¯6
(F.12) 2η¯6χ1 = α¯
2
4 + α¯
2
5 − α¯26 + α¯4α¯5 + α¯4α¯6 + α¯5α¯6
ou`
χ1 =(α¯4 + α¯5)(α¯4 + α¯6)(α¯5 + α¯6)
χ2 =χ3 + 2(α¯5 + α¯6)α¯1 + 2(α¯4 + α¯6)α¯2
+ 2(α¯4 + α¯5)α¯3 + 4α¯4α¯5 + 4α¯4α¯6 + 4α¯5α¯6
χ3 =α¯1α¯2 + α¯1α¯3 + α¯2α¯3
(F.13)
1Calculs re´alise´s a` l’aide du logiciel Maple.
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Annexe G
Profil de Vialov (1958)
Dans cette annexe, nous pre´sentons les hypothe`ses qui permettent d’obtenir l’e´quation
du profil de la surface de Vialov (1958), ainsi que les champs de vitesses associe´s. Nous
e´tudions les e´coulements plan et axisyme`trique.
Dans l’hypothe`se de l’approximation de la couche mince (Hutter, 1983; Morland,
1984; Ritz, 1992), le de´veloppement a` l’ordre 0 en fonction du rapport d’aspect1 ǫ de la
calotte permet d’obtenir une expression analytique de la surface et des vitesses pour un
e´coulement stationnaire de glace isotrope.
Pour les e´coulements en de´formation plane et axisyme´trique, les e´quations de l’e´quilibre
quasi-statique (6.5) se re´duisent pour l’ordre 0 a` :
(G.1)
∣∣∣∣ S¯12,2 = −p¯,1p¯,2 = ρg .
Ces e´quations s’inte`grent, pour donner :
(G.2)
∣∣∣∣ p¯ = ρg(x2 −H(x1))S¯12 = ρgH(x1),1 (x2 −H(x1)) ,
ou` H de´signe l’e´paisseur de la calotte.
Le comportement de la glace isotrope line´aire, a` l’ordre 0 se re´duit a` :
(G.3) S¯12 =
1
B1
u¯1,2,
ce qui permet, en remplac¸ant S¯12 dans (G.3) par son expression (G.2)2, d’obtenir l’ex-
pression suivante pour la vitesse horizontale :
(G.4) u¯1 = ρgB1H(x1),1
(
x2
2
−H(x1)
)
x2.
En supposant une accumulation b constante en surface, l’inte´gration de l’e´quation
d’incompressibilite´ (6.11) ou (6.14) par rapport a` x2 et deux fois par rapport a` x1 conduit
1Rapport de l’e´paisseur a` la longueur caracte´ristiques, de l’ordre de 10−3.
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a` l’e´quation de la surface de Vialov (1958). En posant H(x1) = H, cette e´quation s’e´crit
(Ritz, 1992) :
(G.5) H4 = H40 − ξb
3
ρgB1
x21,
ou` ξ = 2 pour l’e´coulement plan et ξ = 1 pour l’e´coulement axisyme´trique.
La vitesse horizontale est calcule´e a` partir de (G.4), ce qui permet alors d’obtenir
l’expression de la vitesse verticale en inte´grant selon x2 l’e´quation d’incompressibilite´,
soit :
(G.6)
∣∣∣∣∣∣∣∣
u¯1 = ξb
3x1x2
2H2
(
1− x2
2H
)
u¯2 = −ξb3
2
x22
H2
(
ξ(1− x2
3H
)− (1− H
4
0
H4
)(1− x2
2H
)
) .
La longueur L de la calotte est obtenue a` partir de l’e´quation de la surface (G.5) en
re´solvant H(L) = 0, soit
(G.7) L =
(
ρgB1
3ξb
)1/2
H20 .
Les e´quations (G.5) et (G.6) montrent que les deux types d’e´coulement (de´formation
plane ou axisyme´trique) conduisent a` la meˆme famille de surfaces.
Si l’accumulation de l’e´coulement axisyme´trique est le double de celle de l’e´coulement
plan alors les surfaces sont identiques. Dans ces conditions (baxi = 2b2D = ξb), d’apre`s
(G.6), les vitesses horizontales sont aussi identiques, tandis que la vitesse verticale de
l’e´coulement axisyme´trique est supe´rieure a` celle de l’e´coulement plan.
Par contre, pour une meˆme accumulation de surface (baxi = b2D) et une meˆme hauteur
au doˆme, la calotte de l’e´coulement axisyme´trique est deux fois plus longue que celle de
l’e´coulement plan. Les vitesses horizontales sont alors deux fois plus grandes dans le cas
axisyme´trique que dans le cas plan.
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